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঻نام೯دا
قخالال یشْکُر مل المخلوق یشْکُر مل من و

برسانم، پایان به را پایان�نامه این تا ساخت راهم رفیق را توفیق که منان ایزد نثار شایان شکر
دهم. قرار استفاده مورد انسانیت راه در را آموخته�هایم بتوانم امیدوارم

زحمات از قدردانی مقام در که است آن از اجل معلم، منزلت و جایگاه شک بدون
معلم، از تجلیل که آنجایی از اما بنگاریم. چیزی ناتوان، دست و قاصر زبان با او، بی�شائبه�ی
را امانت�هایی سلامت و می�کند تامین را آفرینش غایت و هدف که است انسانی از سپاس

وظیفه حسب بر تضمین؛ اند، سپرده دستش به که

که صالحی�پورمهر سعید دکتر آقای جناب خود، گرامی و مشفق راهنمای استاد از •
طرف از بسیار زحمات علی�رغم و بوده راهم روشنگر همواره ایشان راهنمایی�های
تشکر و قدردانی صمیمانه بوده�اند من پذیرای معلم�گونه محبتی و گشاده رویی با بنده،

می�نمایم؛

ارزشمندشان نظرات با که مشاورم استاد عنوان به حومئی هژیر دکتر آقای جناب از •
می�کنم؛ سپاس��گذاری نمودند، یاری پایان�نامه این انجام در را اینجانب

لطف خاطر به پایان�نامه، این داور استاد عیوضلو، جعفرصادق دکتر آقای جناب از •
تقبل همچنین و ارشد کارشناسی� دوره طول در حقیر بنده به نسبت ایشان محبت و

دارم؛ را تشکر کمال پایان�نامه این داوری زحمت

وبعد عزیزم مادر و پدر مهربانی، و مهر خداوندگاران دستان بر می�زنم بوسه پایان، در •
عزیزم خواهر و برادران از می�کنم تشکر و را مقدس�شان وجود می�کنم ستایش خدا، از
روزگاران، سردترین این در که وجودشان، امیدبخش گرمای و سرشار عاطفه پاس به

بودند. من پشتیبان بهترین

ৗوমࡈت ৘وॣف
঳ࢯ૱ن۱۳۹۶

سه
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چکیده
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از ضعیف�تر اکیداً شرط این است. خودش سازگاری جمله�ی با نظریه آن سازگاری نظریه،
بحث دید می�توان را گودل جملات درستی که شرایطی مورد در همچنین است. 1−سازگاری
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مقدمـه

به است، واقع چک جمهوری در اکنون که اتریش، برنوی در (١٩٠۶-٧٨) گودل١ کورت
در او دکترای رسالهی کرد. دریافت وین دانشگاه از ١٩٣٠ در را خود دکترای آمد. دنیا
داد نشان ،١٩٣١ سال در او ناتمامیت معروف مقاله بود. اول مرتبه منطق تمامیت مورد
صوری بهطور که است جملاتی شامل پئانو، حساب ω−سازگار بازگشتی اصلبندی هر که
داد نشان ١٩٣۶ سال در راسر٢ شدن. رد قابل نه و اثباتاند قابل نه یعنی تصمیمناپذیرند،
تصمیمناپذیر، جملات این از یکی داد. تقلیل سازگاری به میتوان را ω−سازگاری شرط که
سازگاری تحویل برای هیلبرت٣ برنامه انقلابی، قضیهی این با است. نظریه خود سازگاری

.[١١] انجامید شکست به ضعیفتر، دستگاههای به حساب
به كه گشت، رياضی منطق حوزه در مهم قضيه دو اثبات به موفق مقالهاش در گودل
تاريخ دستآورد مهمترين عنوان به معمولا قضايا اين شدهاند. معـروف ناتماميت قضايای
گفت می�توان كلی طور به می�گويند؟ سخن چه از قضايا ايـن اما می�آيند. حساب به منطق
حساب شامل كه قوی كافی انـدازه بـه صـوری نظـام يک از ويژگی�هايی ذكر به قضايا اين
دستگاههای در جملهای بـه اول قضيه در می�پردازند. ،PA مثال برای بشود، اعداد مقدماتی
دستگاه كه آن شرط بـه نيسـت؛ اثبـات قابل است، صادق چند هر كه میشود اشاره صوری
در بحث مورد صوری نظـام سـازگاری اثبـات�ناپـذيری دوم قضـيه در باشد. سازگار صوری

١K. Gödel
٢J. B. Rosser
٣D. Hilbert

٣



۴ مقدمه

نظر در را S مانند شده�ای موضوعی اصل صوری دستگاه گودل می�شود. اثبات دستگاه، خود
(گودل باشد قوی اعداد مقدماتی حساب بيان برای كافی اندازه به و بوده سازگار كه گرفت
از الهـام با سپس داشت). نظر مد را راسل۵ و وايتهد۴ رياضی اصـول صـوری دستگاه خود
«من جمله ساخت به است» كاذب جمله «اين دروغ�گوی جمله�ی مانند خودارجـاعی جمـلات

پرداخت. اثبات�ناپذيرم»
باشد، اثبـات�پـذير S در ،(GS) ،S گودل جملـه اگـر غیررسمی، بررسی یک عنوان به حال
صادق اثبـات�ناپـذيرم» «من يعنی باشد؛ صادق GS بايد بنابراين است، سازگار S كه جا آن از
اثبات�ناپذير S در GS جملـه اگـر امـا مـيگيـرد. قـرار تناقض در آن اثبات�پذيری با اين و است
خواهد صادق GS مـيكنـد اذعـان خـود اثبات�ناپـذيری به نيز خود كه جا آن از گاه آن باشد،
مــی�تــوانيم گــرفتيم، مفـروض را نظـام ايـن سـازگاری GS جملـه صـدق برای كه جا آن از بود.
اگر ديگر، طرف از دهيم. نمايش ConS → GS بــا را نظــام ايــن توســط اثبــات�شــده جملــه
دستگاه اين ناسازگاری بـه تـالی رفـع قـانون بـا گـاه آن باشـد، اثبات�پـذير دستگاه اين از ¬GS
هيچ S دستگاه در پـس اسـت. تناقض در دستگاه سازگاری فرض با كه ،(¬ConS) می�رسيم
گودل ناتماميت اول قضـيه نتيجـه ايـن نيسـتند. اثبـات�پـذير ¬GS و GS جملـه دو از يک
كنيم فرض اگر زيرا نيست. اثبات�پذير نيز ConS كه گرفت نتيجه می�توان قضيه ازاين است.
اثبات�پذير S در بايـد نيـز GS مقـدم وضع قاعده اعمال با آنگاه است، اثبات�پذير S در ConS
اثبات�پذیر S در ¬GS و GS كـه بود اين ناتماميت اول قضيه نتايج از يكی كه حالی در باشد،

.[١٢] گودل) ناتمامیت دوم (قضیه نیست اثبات�پذیر S در ConS پس نیستند.

۴A.N. Whitehead
۵B. Russell



١ فصل

مقدماتی مفاهیم

بیان و آن در استنتاج چگونگی اول، مرتبه منطق مختصر معرفی فصل، این نگارش از هدف
دلیل به فصل این قضیه�های بیشتر می�باشد. چهارم و سوم فصل�های برای لازم مقدمات
توضیحی همچنین شده�اند. بیان برهان بدون بحث شدن طولانی از پیشگیری و آن�ها شهرت

است. شده ارایه گودل توسط نحو حسابی�سازی چگونگی مورد در مختصر



۶ مقدماتی مفاهیم .١ فصل

اول مرتبه منطق ١.١

زبان یک به نیاز ریاضی، زبان به آن کردن مدل و منطق یک درباره کردن صحبت برای
است: زیر نمادهای شامل اول مرتبه منطق برای L مانند زبان یک است.

{↔,→,∨,∧,¬}؛ منطقی) (ادوات رابطی نمادهای .١

{∃,∀}؛ سورها .٢

,x1}؛ x2, · · · } متغیرها از شمارا مجموعه�ای .٣

,)}؛ )} پرانتزها .۴

عدد یک P مانند محمول هر (به محمولی نمادهای از شمارا حداکثر مجموعه یک .۵
یک P گوییم باشد شده داده نسبت n > 1 عدد P محمول به اگر و می�شود داده نسبت

است)؛ n−موضعی محمول

ثابتی؛ نمادهای از شمارا حداکثر مجموعه یک .۶

عدد یک f مانند تابعی نماد هر (به تابعی نمادهای از شمارا حداکثر مجموعه یک .٧
f گوییم باشد شده داده نسبت n > 0 عدد f تابعی نماد به اگر و می�شود داده نسبت

است). n−موضعی تابع یک

می�شود، داده نشان TERM نماد با که ،L زبان در ترم�ها همه مجموعه (ترم). ١.١.١ تعریف
�باشد: زیر موارد شامل که است مجموعه�ای کوچک�ترین

متغیرها؛ و ثابت�ها تمامی .١

f(t1, · · · , tn) آنگاه باشد n−موضعی تابعی نماد یک f و t1, · · · , tn ∈ TERM اگر .٢
است. ترم یک



٧ مقدماتی مفاهیم .١ فصل

به عبارت�هایی ،L اول مرتبه زبان یک اتمی فرمول�های اتمی). (فرمول�های ٢.١.١ تعریف
t1, · · · , tn و است L n−موضعی محمولی نماد یک R آن در که هستند R(t1, · · · , tn) شکل

هستند. ترم

می�شود، داده نشان FRM با که فرمول�ها تمام مجموعه اول). مرتبه (فرمول ٣.١.١ تعریف
می�شوند: تعریف بازگشتی صورت به

است؛ L−فرمول یک ،L اتمی فرمول هر .١

هستند: L−فرمول نیز زیر موارد آنگاه باشند، L−فرمول دو ψ و φ اگر .٢

((∃xi)φ) ،((∀xi)φ) ،(φ→ ψ) ،(φ↔ ψ) ،(φ ∧ ψ) ،(φ ∨ ψ) ،(¬φ).

عمل دامنه را α است)، سور یک Q ∈ {∀, ∃} (جایی�که (Qxi)α فرمول در .۴.١.١ تعریف
دامنه در رخ�داد آن هرگاه گوییم، آزاد را فرمول در xi متغیر رخ�داد یک گویند. Qxi سور
xi گوییم نامیم. محدود را آن اینصورت غیر در باشد، نداشته قرار ∃xi یا ∀xi سور یک عمل
مجموعه باشد. داشته φ در آزاد رخ�داد یک حداقل xi هرگاه است φ فرمول آزاد متغیر یک

می�دهیم. نشان FV (φ) با را φ آزاد متغیرهای

نداشته آزادی متغیر هیچ هرگاه نامیم جمله را اول مرتبه فرمول یک (جمله). ۵.١.١ تعریف
باشد.

که باشند اولی مرتبه فرمول�های θ و ψ ،φ اگر سورها). منطق قوانین (برخی ۶.١.١ مثال
هستند: معتبر منطقا زیر فرمول�های آنگاه نباشد، آزاد φ فرمول در x متغیر

∀x∀yψ ↔ ∀y∀xψ (١.١)

∃x∃yψ ↔ ∃y∃xψ (٢.١)

∀x(θ ∧ ψ) ↔ (∀xθ) ∧ (∀xψ) (٣.١)

∃x(θ ∨ ψ) ↔ (∃xθ) ∨ (∃xψ) (۴.١)

¬∀xψ ↔ ∃x¬ψ (۵.١)



٨ مقدماتی مفاهیم .١ فصل

¬∃xψ ↔ ∀x¬ψ (۶.١)

∀xφ↔ φ (٧.١)

∃xφ↔ φ (٨.١)

∀x(φ ∨ ψ) ↔ φ ∨ ∀xψ (٩.١)

∃x(φ ∧ ψ) ↔ φ ∧ ∃xψ (١٠.١)

∀x(φ→ ψ) ↔ (φ→ ∀xψ) (١١.١)

موضوعی اصل دستگاه و روش

از است، معروف هیلبرت روش به و برمی�گردد جدید منطق بنیان�گزاران به که روش این
برای مختلفی روش�های است. شده تشکیل استنتاج قاعده یک و موضوعه اصل تعدادی
[٨] از برگرفته آورده�ایم اینجا در ما آنچه دارد؛ وجود هیلبرت روش موضوعه اصول بیان

است.
:(H) هیلبرت دستگاه در گزاره�ها منطق قواعد و موضوعه اصول

موضوعه: اصول (الف)

Ax1 : ∀x
(
φ→ (ψ → φ)

)
Ax2 : ∀x

((
φ→ (ψ → θ)

)
→

(
(φ→ ψ) → (φ→ θ)

))
Ax3 : ∀x

(
(¬ψ → ¬φ) → (φ→ ψ)

)
آنگاه باشد φ فرمول در x متغیر جای به t ترم جایگزینی از حاصل فرمول φ(x/t) اگر

Ax4 : ∀xφ→ φ(x/t)



٩ مقدماتی مفاهیم .١ فصل

Ax5 : (φ→ ψ) → (∀xφ→ ∀xψ)

آنگاه نباشد آزاد φ در x متغیر اگر

Ax6 : φ→ ∀xφ

استنتاج: قاعده (ب)
φ φ→ ψ

ψ
(MP )

مقدم١ وضع قاعده به بیشتر البته که می�گویند استثنایی قیاس قاعده این به سنتی منطق در
است. معروف

نیز φ و L−فرمول�ها از مجموعه یک Γ کنید فرض اول). مرتبه (استنتاج ٧.١.١ تعریف
هرگاه است) Γ منطقی نتیجه یک φ (یا می�کند اثبات را φ ،Γ گوییم باشد. L−فرمول یک
حداقل در φi هر به�طوری�که باشد موجود φ0, φ1, · · · , φn = φ مانند L−فرمول�ها از دنباله�ای

کند: صدق زیر شرایط از یکی

است؛ H موضوع اصل یک φi (الف)

است؛ Γ از عضوی φi (ب)

است. آمده دست به مقدم وضع قاعده بنابه دنباله قبلی عضو دو از φi (پ)

آنگاه ∅ ⊢ φ اگر گوییم. Γ از φ استنتاج یک را فوق دنباله و Γ ⊢ φ می�نویسیم اینصورت در
یک را ∅ از φ استنتاج هر ضمن، در است. H دستگاه قضیه یک φ گوییم و ⊢ φ می�نویسیم

نامیم. φ برهان

Γ ∪ {φ} ⊢ ψ rاگر ،ψ و φ فرمول�های و Γ نظریه برای .((DT ) (استنتاج ٨.١.١ قضیه
.Γ ⊢ φ→ ψ آنگاه

.Γ ⊢ φ→ θ آنگاه ،Γ ⊢ ψ → θ و Γ ⊢ φ→ ψ اگر تراگذاری). (قاعده ٩.١.١ قضیه

.Γ ⊢ ∀xφ آنگاه Γ ⊢ φ و نباشد آزاد Γ نظریه در x متغیر اگر تعمیم). (قاعده ١٠.١.١ قضیه
١Modus Ponens



١٠ مقدماتی مفاهیم .١ فصل

پئانو حساب ٢.١

نظریه مبنای که است اصولی دارای PA می�دهیم. نشان PA نماد با را پئانو حساب نظریه
و مستقل به�طور ددکیند٣ ریچارد و پئانو٢ جوزپه توسط بار اولین و می�باشند طبیعی اعداد
+ آن در که می�باشد LPA = {+, ·, S, 0, <} نظریه این زبان شد. ارایه نوزدهم قرن اواخر در
برای 1−موضعی تابعی نماد S ضرب، و جمع برای ترتیب، به 2−موضعی تابعی نمادهای · و

می�باشد. 2−موضعی ترتیبی رابطه یک < و صفر برای ثابت نماد 0 تالی، عمل
از: عبارتند PA اصول

∀x
(
¬S(x) = 0

) .١

∀x∀y
(
S(x) = S(y) → x = y

) .٢

∀x(x+ 0 = x) .٣

∀x∀y
(
x+ S(y) = S(x+ y)

) .۴

∀x(x · 0 = 0) .۵

∀x∀y
(
x · S(y) = x · y + x

) .۶

دلخواه) فرمول یک φ) φ(0) ∧ ∀x
(
φ(x) → φ

(
S(x)

))
→ ∀xφ(x) .٧

اصل بی�نهایت شامل خود واقع در است، ریاضی استقرای اصل از صورتی که آخر، اصل
مدل�های از یکی می�آید. دست به اصل یک φ جای به دلخواه فرمول هر جایگذاری با و است
ضرب، جمع، اعمال با طبیعی اعداد مجموعه می�گویند، استاندارد یا طبیعی مدل را آن که PA

.[٣] است 0 ثابت و تالی

٢G. Peano
٣R. Dedekind
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درستی و کمال سازگاری، ٣.١

مانند فرمولی هیچ هرگاه است سازگار Γ اول مرتبه نظریه سازگار). (نظریه ١.٣.١ تعریف
را Γ اینصورت غیر در باشند. برقرار Γ ⊢ ¬φ و Γ ⊢ φ دو هر آن برای که نباشد موجود φ

گوییم. ناسازگار

φ فرمول هر ازای به هرگاه گوییم کامل را Γ سازگار نظریه کامل). (نظریه ٢.٣.١ تعریف
.Γ ⊢ ¬φ یا Γ ⊢ φ باشیم داشته

داریم: اینصورت در باشد اول مرتبه نظریه یک Γ کنید فرض .٣.٣.١ لم

مقدم). (انتفاء Γ ⊢ φ داریم φ فرمول هر ازای به آنگاه نباشد سازگار Γ اگر .١

منفی (توسیع است سازگار نیز Γ ∪ {¬φ} نظریه آنگاه Γ 0 φ و باشد سازگار Γ اگر .٢
سازگارها).

به�طوری�که است موجود Γ∗ کامل و سازگار مجموعه آنگاه باشد، سازگار Γ نظریه اگر .٣
لیندنبائوم۴). (لم Γ ⊂ Γ∗

اثبات درست جملات فقط هرگاه گوییم درست را Γ نظریه درست). (نظریه ۴.٣.١ تعریف
.N |= φ آنگاه Γ ⊢ φ اگر φ فرمول هر برای یعنی شوند،

حسابی مراتب سلسله ۴.١

متغیر اگر که داریم توجه کرد. رده�بندی را اول مرتبه منطق فرمول�های همه مجموعه می�توان
هستند. معادل هم با ∃viφ و ∀viφ ،φ آنگاه نباشد) (آزاد نشود ظاهر φ فرمول در vi

فرمول�های همه مجموعه را ∆0 = Σ0 = Π0 .١ حسابی). (طبقه�بندی ١.۴.١ تعریف
.φ ∈ ∆0 هرگاه گوییم 0∆−فرمول را φ مانند فرمول یک و می�کنیم تعریف کران�دار

۴Lindenbaum’s Lemma
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شکل به فرمول�های مجموعه را Σn ،n ∈ N هر برای .٢
∃x1∀x2 · · ·Qxnφ(x1, x2, · · · , xn, z)

آنگاه باشد فرد اگر و عمومی سور Q آنگاه باشد زوج n اگر آن در که می�کنیم تعریف
.φ ∈ ∆0 و (Q ∈ {∀,∃} (پس است وجودی سور

به�طوری�که باشد موجود φ ∈ Σn مانند فرمولی هرگاه گوییم Σn−فرمول را θ مانند فرمولی
.θ ≡ φ باشیم: داشته

شکل به فرمول�های مجموعه را Πn ،n ∈ N هر برای .٣
∀x1∃x2 · · ·Q′xnψ(x1, x2, · · · , xn, z)

Q′ = ∀ آنگاه باشد فرد اگر و Q′ = ∃ آنگاه باشد زوج n اگر آن در که می�کنیم تعریف
.ψ ∈ ∆0 و (Q′ ∈ {∀, ∃} (پس داشت خواهیم را

به�طوری�که باشد موجود ψ ∈ Πn مانند فرمولی هرگاه گوییم Πn−فرمول را γ مانند فرمولی
.θ ≡ φ باشیم: داشته

.∆n := Σn ∩ Πn ،n ∈ N هر برای .۴
می�دهد: نشان را حسابی رده�بندی از کلی نمایی زیر شکل
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که است واضح توجه.

Σ0 ⊂ Σ1 ⊂ Σ2 ⊂ · · ·

Π0 ⊂ Π1 ⊂ Π2 ⊂ · · ·

∆0 ⊂ ∆1 ⊂ ∆2 ⊂ · · ·

داریم: و است منطقی هم�ارز (n یک ازای (به Σn−فرمول یک با LPA−فرمول هر و
Σn ∪ Πn ⊂ Σn+1 ∩ Πn+1 = ∆n+1 ⊂ Σn+1,Πn+1

اینصورت در .n ∈ {0, 1, 2, · · · } کنید فرض .٢.۴.١ تعریف

.S ⊢ φ آنگاه N |= φ اگر ،φ ∈ Σn هر ازای به هرگاه گوییم Σn−کامل را S نظریه .١

.S ⊢ ψ آنگاه N |= ψ اگر ،ψ ∈ Πn هر ازای به هرگاه گوییم Πn−کامل را S نظریه .٢

باشیم: داشته ،S ⊢ φ که φ Σn−جمله هر ازای به هرگاه گوییم Σn−درست را S نظریه .٣
.N |= φ

باشیم: داشته ،S ⊢ ψ که ψ Πn−جمله هر ازای به هرگاه گوییم Πn−درست را S نظریه .۴
.N |= ψ

است. Σn−کامل درست، کامل نظریه هر .٣.۴.١ لم

است. Σ1−کامل آنگاه باشد Σ0−کامل ،S نظریه اگر .۴.۴.١ لم

چون .S ⊢ ψ دهیم نشان باید .N |= ψ و ψ ∈ Σ1 و باشد Σ0−کامل ،S کنید فرض برهان.
لذا N |= ψ چون حال .ψ ≡ ∃wiθ(wi) به�طوری�که دارد وجود θ Σ0−جمله لذا ،ψ ∈ Σ1

N |= θ(n̄) پس است. درست θ(n) به�طوری�که دارد وجود n ∈ N بنابراین و N |= ∃wiθ(wi)

این و S ⊢ ∃wiθ(wi) نتیجه در و S ⊢ θ(n̄) لذا است Σ0−کامل ،S چون حال .θ ∈ Σ0 و
.S ⊢ ψ یعنی
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پارادوکس دو و قطری�سازی لم ۵.١

می�گیریم. نظر در طبیعی اعداد حساب برای نظریه�ای را T بخش این در
می�دهیم. نمایش n̄ = SS · · ·S︸ ︷︷ ︸

n−بار

(0) صورت به حساب زبان در را n عدد

φ(x1, . . . , xk, y) فرمول هرگاه گوییم نمایش�پذیر T در را f : Nk −→ N تابع .١.۵.١ تعریف
تعریف�شده f(n1, . . . , nk) اگر (n1, . . . , nk) ∈ Nk هر برای که به�طوری باشد موجود T در

باشیم: داشته آنگاه باشد
T ⊢ ∀x

(
φ(n1, . . . , nk, x) ↔ x = f(n1, . . . , nk)

)
فرمول یک اگر است نمایش�پذیر T در A محمول گوییم .A ⊆ Nk کنید فرض .٢.۵.١ تعریف

به�طوری�که باشد موجود φ(x1, . . . , xk) مانند

(n1, . . . , nk) ∈ A =⇒ T ⊢ φ(n1, . . . , nk) .١

(n1, . . . , nk) /∈ A =⇒ T ⊢ ¬φ(n1, . . . , nk) .٢

به حسابی�سازی روش از ناتمامیت قضایای اثبات برای گودل گودل). (اعداد ٣.۵.١ تعریف
بازگشتی تابع یک از و داد نسبت عددی زبان، الفبای هر برای او کرد. استفاده زیر صورت
کدگذاری انجام کرد. استفاده برهان�ها و فرمول�ها ترم�ها، کردن کد برای gn : PA −→ N مانند
باشد؛ بازگشتی شده تعریف تابع که است کافی تنها است امکان�پذیر مختلف طرق به گودل

می�باشد: [٣] از برگرفته آورده�ایم اینجا در ما آنچه

LPA ∀ ( 0 ) S ¬ < → + = · x1 xi

gn 0 1 2 3 4 5 6 7 8 9 10 11 9 + 2i

آنگاه باشد LPA در نمادها از متناهی دنباله�ای ψ = s0s1 · · · sn اگر حال

gn(ψ) = 2gn(s0) × 3gn(s1) × · · · × P
gn(sn)
n ; (Pn = اول عدد (n−اُمین
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آنگاه باشد LPA در عبارت�ها از دنباله�ای θ = ψ0, ψ1, · · · , ψm اگر و

gn(θ) = 2gn(ψ0) × 3gn(ψ1) × · · · × P
gn(ψm)
m

می�دهیم. نشان pψq با را ψ عبارت برای گودل عدد باشد. برهان یک θ اگر جمله از

بودن نمایش قابل اثبات با گودل نمایش�پذیر). محمولهای و توابع از (برخی ۴.۵.١ تعریف
قابل PA در زیر محمول�های و توابع که داد نشان نهایت در محمول و تابع زیادی تعداد

:[١٠] هستند نمایش
می�باشد. است» y کد با فرمولی برای برهان یک کد x» معنی به : Prov(x, y)

فرمول کد diag(x) آنگاه باشد y آزاد متغیر یک تنها با A فرمول یک کد x اگر : diag(x)

به A خود کد با y یعنی A آزاد متغیر جایگزینی از که فرمولی کد (یعنی می�باشد A[pAq/y]

می�آید). دست
پس است»، اثبات قابل PA در x کد با «فرمول : Pr(x)

Pr(x) ≡ ∃z
(
Prov(z, x)

)
وجود D جمله ،y آزاد متغیر یک تنها با B(y) فرمول هر برای قطریسازی). (لم ۵.۵.١ قضیه

به�طوری�که دارد
PA ⊢ D ↔ B(pDq)

،m,n ∈ N هر برای پس باشد. diag(x) تابع نمایش�دهنده φ(x1, x2) کنیم فرض برهان.
آنگاه diag(n) = m اگر

PA ⊢ ∀y
(
φ(n̄, y) ↔ y = m̄

)
می�گیریم ∃y

(
φ(pDq, y) ∧ B(y)

) برابر را D و ∃y
(
φ(x, y) ∧ B(y)

) برابر را F(x) فرمول حال
زیرا می�باشد، ما نظر مورد فرمول همان D .(D ≡ F(pFq) (یعنی

طرفی از است. درست B(y) ،y = pDq ازای به پس باشد. درست B(pDq) کنید فرض اولا،
پس ،diag(pFq) = pDq

PA ⊢ ∀
(
φ(pFq, pDq) ↔ y = pDq

)
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هستند درست φ(pFq, y) و B(y) ،y = pDq ازای به لذا است. درست φ(pFq, pDq) نتیجه در
است. درست ∃y(φ(pFq, y) ∧ B(y)

) پس
چون اما است، درست ∃y(φ(pFq, y) ∧ B(y)

) آنگاه باشد درست D اگر دوما،
PA ⊢ ∀

(
φ(pFq, y) ↔ y = pDq

)
فقط نیز ∃y(φ(pFq, y) ∧ B(y)

) پس است درست y = pDq ازای به فقط φ(pFq, y) بنابراین
بنابراین است. درست φ(pFq, pDq)∧B(pDq) یعنی این و بود خواهد درست y = pDq ازای به

است. درست B(pDq)

گفته زمانی کرت، جزیره اهل فیلسوف اَمپدکلس، دروغ�گو). (پارادوکس ۶.۵.١ تعریف
گزاره این اگر بپذیریم؟ را او حرف می�توانیم آیا هستند»، دروغ�گو کرت اهالی «همه است
پس است دروغ�گو نیز است، کرتی یک که اَمپدکلس، خود که بپذیریم باید آنگاه بپذیریم را

است! دروغ نیز هستند دروغ�گو کرتی�ها همه که او حرف همین
در نتیجه�ای است ممکن جمله یک نادرستی یا درستی فرض که می�دهد نشان فوق مثال
حال گوییم). ارجاع خود جملات نوع این (به باشد داشته جمله آن نادرستی یا درستی مورد
است نادرست که شود نتیجه است درست که کنیم فرض اگر چنان�چه شود پیدا جمله�ای اگر
تمام پارادوکس یک با است، درست که شود نتیجه آنگاه است نادرست که کنیم فرض اگر و

می�گوییم. دروغ��گو پارادوکس پارادوکس�هایی چنین به بود، خواهیم روبه�رو عیار
بگیرید: نظر در را زیر جمله دو دیگر، نمونه�ای عنوان به
است» نادرست زیر «جمله

است» درست بالا «جمله

جمله نتیجه در و بود خواهد درست بالا جمله پس است درست پایین جمله کنیم فرض اگر
به مشابه شیوه�ای به است نادرست پایین جمله کنیم فرض اگر و بود خواهد نادرست پایین

می�رسیم. تناقض

خواص بتوان که بگیرید نظر در فارسی) (مثلا را زبانی ریچارد). (پارادوکس ٧.۵.١ تعریف
می�فهمیم: را عبارات این معنای فرضکنیم کرد. تعریف و صورت�بندی را اصلی اعداد حساب
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عدد دو حاصل�ضرب صحیح عدد «یک است»، دیگر عدد بر قسمت قابل صحیح، عدد «یک
جز عددی هیچ «بر صورت به را بودن اول خاصیت می�توان بنابراین . ... و است» دیگر
«حاصل�ضرب شکل به را بودن کامل مربع خاصیت و نباشد» قسمت قابل یک عدد و خود
و برمی�گیرد در را لغت محدودی تعداد تعاریف این از یک هر کرد. تعریف خود» در عدد یک
بتوان که می�شود باعث خصوصیت این دربردارد. را الفبا حروف از محدودی تعداد بنابراین

کرد: تعریف آن��ها روی را زیر ترتیب
کمتر دومی حروف تعداد از اولی حروف تعداد اگر است عقب�تر دیگر تعریف از تعریف «یک
ترتیب حسب بر ترتیب شوند شامل را الفبا حروف از یکسانی تعداد تعریف دو اگر و باشد

بود.» خواهد آن�ها حروف الفبایی
است تعریف آن با متناظر که دارد وجود یکتا صحیح عدد یک تعریف هر برای اساس این بر
که تعریفی مثال برای می�کند. اشغال را آنجا تعریف که می�دهد نشان را مکانی مذکور عدد و
با تعریفی هر چون بود. خواهد یک عدد با متناظر باشد برداشته در را حروف تعداد کمترین
خصوصیتی عدد یک که آید پیش حالتی است ممکن لذا شده، متناظر منحصربفرد عدد یک
«بر عبارت که کنید فرض مثال، برای می�کند. تعریف را آن آن، با متناظر که باشد داشته را
است آشکار باشد. شده متناظر ١٧ عدد با نباشد» قسمت قابل یک و خود جز عددی هیچ
«حاصل�ضرب عبارت کنید فرض دیگر، طرف از دارد. را مذکور خاصیت ١٧ عدد خود که
مذکور خاصیت ١۵ عدد که می�بینیم اما باشد، ١۵ عدد با متناظر باشد» خودش در عدد یک
حالت و گوییم «ریچاردی» خاصیت را میدهد رخ دوم مثال در که حالتی ندارد. را تعریف در
ریچاردی کلی، به�طور می�کنیم. تعریف «غیرریچاردی» خاصیت را اول مثال در داده رخ

می�کنیم: تعریف چنین را x بودن
مجموعه در x با متناظر معرف وسیله به که را خاصیتی اگر دارد را ریچاردی خاصیت x»

باشد.» نداشته شده، مشخص تعاریف سریال
ریچاردی خاصیت برای معرف عبارت می�رسیم. ریچارد پارادوکس جالب حکم به حال
تعلق تعاریف سری به عبارت این خود بنابراین می�کند، توصیف را عددی خاصیت یک بودن
عدد این که کنید فرض می�شود. متناظر ثابت و یکتا عدد یک با عبارت این نتیجه در دارد.
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معرف وسیله به که را خاصیتی اگروتنهااگر است ریچاردی n است؟ ریچاردی n آیا باشد. n
نداشته را بودن ریچاردی خاصیت n (یعنی باشد نداشته را است شده مشخص n با متناظر

خلاصه بهطور باشد).
نباشد» ریچاردی n اگروتنهااگر است ریچاردی n»

تناقض یک پس نادرست. هم و هست درست هم است» ریچاردی n» حکم بنابراین
توسط بار اولین پارادوکس این می�نامیم. ریچارد پارادوکس را تناقض این که می�آید به�وجود

شد. ارایه ١٩٠۵ در ریچارد۵ ژول فرانسوی ریاضی�دان

گودل ناتمامیت قضایای ۶.١

شده معرفی سوم فصل در ω−سازگاری مفهوم که داشت توجه نکته این به باید بخش این در
است.

که باشد حساب در نظریه�ای T کنید فرض گودل). ناتمامیت اول (قضیه ١.۶.١ قضیه
جمله�ای آنگاه باشد سازگار T اگر اینصورت در شوند. اثبات آن در حساب اصلی قضایای

به�طوری�که داشت خواهد وجود T در G مانند

نیست. اثبات�شدنی T در G .١

نیست. اثبات�شدنی T در ¬G آنگاه باشد ω−سازگار نظریه�ای T اگر .٢

بود. خواهد T در تصمیم�ناپذیر جمله�ای G باشد ω−سازگار نظریه�ای T اگر بنابراین

که باشد حساب در نظریه�ای T کنید فرض گودل). ناتمامیت دوم (قضیه ٢.۶.١ قضیه
گزاره�ای آنگاه باشد سازگار T اگر اینصورت در شوند. اثبات آن در حساب اصلی قضایای
ConT اگر عبارتی، به بود. خواهد T از اثبات�ناپذیر جمله یک است T سازگاری بیان�گر که

.T 0 ConT آنگاه باشد T سازگاری بیان�گر

۵J. Richard
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گودل جمله درستی دیدن

در آن تاثیر و گودل جمله درستی به ریاضی نه�چندان و فلسفی نگاهی کوتاه فصل این در
توسط انگلیسی ریاضی�دان [٩] پنرز١ راجر نظرات بررسی به بیشتر و داریم ریاضیات کل

است. شده داده اختصاص [٢] بولوس٢ گئورگ

١R. Penrose
٢G. Boolos
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قوی» کافی اندازه «به صوری نظریه هر برای که داد نشان گودل شد گفته که همان�طور
اثبات S در که دارد وجود خودش S−اثباتناپذیری با S در معادل S زبان در G جمله یک ،S
کننده بیان جمله با معادل S در G عادی، موارد (در باشد. سازگار S که شرطی به نمی�شود،
باشد سازگار نتیجه در و کند اثبات را درست جملات فقط S اگر بنابراین است.) S سازگاری

نیست. اثبات�پذیر S در G آنگاه
دید می�توان همواره اما است، اثبات�ناپذیر S در G اگرچه که می�کند ادعا [٩] پنرز راجِر
است، نادرست G آنگاه باشد، اثبات�پذیر S در G اگر است: درست G زیر استدلال مطابق که
حدی به نباید ما صوری سیستم پنرز: مقاله ٨-١٠٧ صفحات (از است غیرممکن این ولی
G بنابراین بدهد.) شدن اثبات اجازه نادرست جملات به عملا که باشد شده ساخته نامناسب

است. درست نتیجه در و بوده اثبات�ناپذیر
آن�ها اثبات�پذیر جملات مجموعه که دارند وجود خاصی توجه جالب صوری نظریه�های
حقیقت، در گرفت. نظر در را PA پئانو حساب می�توان مثال برای نیست؛ کذبی هیچ شامل
اثباتناپذیر PA در و درست میکند، بیان را خودش PA−اثبات�ناپذیری که ،PA گودل جمله

است.
حقیقی ریاضیات از نابدیهی) (گرچه بخش یک تنها آن در که ،PA گودل جمله تصدیق
را گودل جملات درستی میتوانیم که نیست این بر تصدیقی کرد، اثبات و بیان میتوان را
کل تقریبا گرچه کنیم، مشاهده ZF مجموعه نظریه مانند بسیاری قدرتمند نظریههای برای
حس هیچ که این بر مبنی را خود دلایل میخواهیم حال است. نمایش قابل ZF در ریاضیات
درستی نمیتوانیم بنابراین دهیم. ارایه ندارد، وجود ZF سازگاری دیدن برای «مشاهدهای»
نظریهای (در است ZF سازگاری با معادل جمله این آنکه برای ببینیم، ZF برای را گودل جمله

.(ZF از ضعیفتر خیلی
مجموعهدان نظریه به مجموعه�ها یکمتخصصنظریه J روزگاری، روزی واقعی: یکداستان
ZFM نظریه که است کرده ثابت که داشت اظهار آن در که فرستاد پیامی M همردهاش
ناسازگار بود، شده یافت دیگر بسیاری و M توسط که (ZF+ اندازهپذیر کاردینال یک (وجود
آغاز را J اثبات بررسی که آنگاه کرد. پیدا J نوشته در را خطا و کرد کار به شروع M است.
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بودن غلط وجه هیچ به اما کرد، خواهد پیدا را اشتباه که داشت خاطر اطمینان یک M نمود،
آینده متخصصین از برخی که میدانیم آیا بداند. نمیتوانست را ZFM سازگاری یا J اثبات

داد؟ نخواهند انجام ZF در را باشد داده انجام ZFM در J میترسید M که را آنچه
نظریه برای وضعیت همان در آیا که بدانیم نمیتوانستیم ما که است معتقد [٢] بولوس
قوانین سیستم در دقیقتر بهطور (یا طبیعی مجموعههای نظریه به نسبت فرگه٣ که هستیم ZF

که ،١٩٠٢ ژوئن در راسل مشهور نامه دریافت از قبل داشت قرار آن در او) حساب اصلی
اینکه بولوس نظر از میداد. نشان فرگه سیستم در را راسل پارادوکس اثباتپذیری آن در
است، اشتباه یک ببینیم را ریاضیات بودن سازگار کامل بهطور میتوانیم که کنیم فکر ما
است. یافته پرورش آن خاص بخشهای سازگاری دیدن در ما توانایی خاطر به که اشتباهی
نباید ما صوری دستگاه البته کند. متوقف را ما باید پنرز جمله در شده نقل «نباید» کلمه
آن به احتمالا مورد این در که آنچه باشد. غلط قضایای شامل که باشد شده ساخته طوری
این به ریاضیات کل که است این باشد، چنین «دید» نمیتوان البته که داریم، امید یا باور
جمله اثبات صفحه میلیونها که هستیم مطمئن آنقدر واقعا آیا است. نشده ساخته بد شکل
واقعا که میدانیم آیا شد؟ خواهد کشف آینده سال دویست تا الان از که ندارد وجود «0 = 1»

هستیم؟ ١٩٠٢ می ماه در فرگه به نسبت بهتری وضعیت در
یا ،ZF برای گودل جمله درستی میتوانیم ما دهد نشان اینکه بر مبنی چیزی [٩] پنرز
دهیم، تشخیص را میکنیم استفاده خودمان که ریاضیات، کل از دیگر معقول تقریب هر برای
برای گودل جمله است: شرطی گزاره این ببینیم میتوانیم درستی مورد در آنچه است. نگفته
که ببینیم نمیتوانیم ما باشد. سازگار ZF اگر است درست) بنابراین (و ZF−اثباتناپذیر ،ZF
امید ما است ممکن ببینیم. را ZF سازگاری نمیتوانیم زیرا است، درست دقیقا گودل جمله
مشاهده را آن نمیتوانیم بنابراین و نمیدانیم را آن اما باشد، چنین که باشیم داشته باور یا

کنیم.
او است. داده ارایه گودل قضیه از بحثی در پیشرفته چندان نه نظر نوع یک [٩] پنرز
ریاضیدانان میکند، کشف قضایا برخی برای اثباتی ریاضیدان یک که زمانی میکند بیان

٣G. Frege
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میکنند. متقاعد آن درستی مورد در را همدیگر سریعا و راحتی به دیگر
گزاره یک مقبولیت آنکه بر مبنی استدلالی پنرز که نمیکنم فکر من می�گوید: [٢] بولوس
بدانند آنکه بی میبینند فورا را آن درستی ریاضیدانان که میدهد نشان شده اثبات اخیرا
بقیه از اگر است درست گزاره یک یعنی، باشد، داده ارایه میشود نتیجه ریاضیات بقیه از
هر که را این ما که میکند تایید درستی به [٩] پنرز باشد. شده استنتاج قبول قابل ریاضیات
اما کنیم. مشاهده باید را یابد تقلیل واضح و ساده چیزهای به میتواند استدلال یک در گام
ریاضی آنالیز در مجموعهها تصریح اصل بسیاری نباشد: ممکن تقلیلی چنین دارد احتمال
مانند را خودش مجموعهها نظریه اصول از هیچکدام و میپندارند؛ بدیهی نه و ساده نه را

نمیکند. تحمیل ما به «x+ 0 = x»
«مشاهده» را آن نهتنها میکنیم قانع گودل قضیه درستی مورد در را خودمان ما وقتی
درمییابیم. را «دیدن» فرآیند بودن غیرالگوریتمی بسیار ماهیت کار این انجام با بلکه میکنیم
میباشد، شده ملاحظه مورد نظریههای سازگاری گودل، قضیه های فرض از یکی آنجاییکه از
اگر که میکند استدلال [٢] بولوس اما میباشد؛ گودل جمله درستی دیدن اینجا در پنرز هدف
دهیم انجام را کار این نمیتوانیم ما باشد، ریاضیات کل برای معقول تقریب یک نظریه آن

ببینیم). فورا را آن سازگاری (یعنی
خود اما است، شده شناخته ریاضیات کل در شی پیچیدهترین مندلبورت۴ مجموعه
میتوانیم واقعا ما آیا است. گرفته پیشی مندلبورت مجموعه از پیچیدگی در البته ریاضیات
مفاهیم شامل شاید که ابتکاری و پیچیده طولانی، اثباتی دارای «0 = 1» که کنیم «مشاهده»

نباشد؟ هستیم، بیاطلاع آنها پیچیدگی از ما امروزه که نوعی از استدلالهایی و

۴Mandelbrot set
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تصمیمناپذیری برای کافی و لازم شرایط
آن درستی و گودل جمله

آن تصمیم�ناپذیری و درستی ،S صوری دستگاه برای گودل جمله معرفی از پس فصل، این در
S دستگاه تمامیت و سازگاری درستی، بین رابطه به و شده بررسی S درست دستگاه برای
سازگاری با آن رابطه و شده معرفی گودل ω−سازگاری مفهوم همچنین است. شده پرداخته

است. گرفته قرار مطالعه مورد درستی و
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سازگاری و درستی ١.٣

که Lی زبان در S سیستم یک برای گودل ناتمامیت قضیه اثبات برای کلیدی ویژگی چهار
اعداد روی L متغیرهای که وقتی می�شود، متناظر آن در n̄ ترم یک n طبیعی عدد هر برای

از: عبارتند کند، تغییر طبیعی

دنباله�های (یعنی عبارت�های به که می���باشد L نمادهای به اعداد تناظر نخست ویژگی •

شده متناظر عدد دادن نشان برای pEq با را آن ما که ،S در L زبان نمادهای) از متناهی
مرتب زوج که می�شود انجام x∗y = z تابع توسط تناظر این دادیم. نمایش Eعبارت به
عملگر ̂ به�طوری�که است نمایش قابل L در و می�برد طبیعی اعداد به را طبیعی اعداد
.pX̂Yq = pXq ∗ pYq داریم L در Y و X عبارت دو هر برای است: عبارت دو الحاق

باشد. نمایش قابل L زبان در pn̄q که داریم لازم ما n طبیعی عدد هر برای

،L زبان در آزاد متغیر یک با F(v1) فرمول هر برای که است این دادن نشان دوم ویژگی •

قطری). (لم است درست (D ≡ F(pDq)
) رابطه داردبه�طوری�که وجود D مانند جمله��ای

به�طوری�که است L در آزاد متغیر یک با Pr(v1) مانند فرمولی ساختن سوم ویژگی •

باشد. درست Pr(pXq) اگروتنهااگر S ⊢ X

دست به ¬Pr(v1) متغیره یک فرمول برای قطری لم کارگیری به با می�تواند گودل جمله •

است. درست G ≡ ¬Pr(pGq) به�طوری�که است G مانند جمله�ای گودل جمله یعنی، آید،

جمله ،S 0 G آنگاه طبیعی) اعداد مجموعه (در باشد درست S قضیه هر اگر .١.١.٣ قضیه
.S 0 ¬G و است درست G

بنابراین است، درست Pr(pGq) سوم، ویژگی طبق آنگاه .S ⊢ G کنید فرض برهان.
نادرست G لذا و G ≡ ¬Pr(pGq) داریم قطری هم�ارزی طبق طرفی از است، نادرست ¬Pr(pGq)

پس می�شوند)، اثبات درست جملات (فقط است درست نظریه�ای S فرض طبق اما است.
به�نابر .S 0 G گزاره�ها منطق طبق بنابراین است. تناقض در S ⊢ G فرض با این که ،S 0 G



٢۵ آن درستی و گودل جمله تصمیمناپذیری برای کافی و لازم شرایط .٣ فصل

نادرست ¬G پس است درست G قطری، هم�ارزی طبق و است درست ¬Pr(pGq) سوم ویژگی
.S 0 ¬G که می�گیریم نتیجه S درستی از حال است.

صوری شباهت وجود با و دستگاه، قضیه هر بودن درست قوی بسیار فرض با .٢.١.٣ تذکر
ریچارد پارادوکس مانند پارادوکس�هایی با ناتمامیت اول قضیه اثبات خودارجاعی) (قطری
هیچ است)، شده اشاره [۵] مقدمه قسمت در گودل توسط که (هم�چنان دروغ�گو پارادوکس و
درست، اثبات�پذیری محتوای در اثبات�پذیری قطری�سازی ندارد. وجود پارادوکس از خطری
بود شگفتی یک هنگام آن در که ردپذیر؛ نه و است اثبات�پذیر نه که می�دهد ارایه را جمله�ای
که می�شود منجر جمله�ای به درستی روی بر قطری�سازی نیست. (متناقض) پارادوکس ولی
نتیجه�ای به شده حسابی نحو زبان به یا پارادوکس، یک است، نادرست هم و است درست هم
تعریف�پذیر حساب زبان در حساب زبان درستی اینکه بر مبنی می�شود منجر تظریف�شده�تر

تارسکی١). (قضیه نیست
درست نمی�تواند آن نقیض با همراه جمله�ای هیچ چون می�دهد نتیجه را سازگاری درستی،
از ضعیف�تر خیلی شرطی سازگاری یعنی نمی�دهد نتیجه را درستی سازگاری، ولی باشد.

هست: ١.١.٣ قضیه از نتیجه�ای این که است درستی

نیست. درست ولی است سازگار S ∪ {¬G} آنگاه باشد درست S نظریه اگر .٣.١.٣ نتیجه

گزاره�ها منطق طبق بنابراین .S 0 G ،١.١.٣ قضیه طبق لذا است، درست S چون برهان.
از و بوده درست ¬Pr(pGq) سوم، ویژگی طبق لذا ،S 0 G چون و است سازگار S ∪ {¬G}

می�باشد. نادرست ¬G لذا و است درست G که می�شود نتیجه قطری هم�ارزی

نظر مورد نحوی نگارش بدون می�تواند است درستی از ضعیف�تر اکیدا سازگاری اینکه
داریم: زیر مطابق مثال برای شود. اثبات ٣.١.٣ نتیجه برهان در حساب سیستم برای

از است عبارت Q آن در که Q∗ =df Q ∪ {∃v1(1 + v1 = v1)} کنید فرض .۴.١.٣ قضیه
طبیعی اعداد ساختار در غلط جمله یک و است سازگار Q∗ استقرا. اصل منهای PA اصول

می�کند. اثبات را
١Tarski’s undefinability theorem
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صفر به�طوری�که است تعبیر قابل ωω از کمتر اوردینال�های با زیرا است، سازگار Q∗ برهان.
جمله همچنین هستند، بیان قابل اوردینال�ها مانند ضرب و جمع تالی، و 0 اوردینال با
.Q∗ ⊢ ∃v1(1 + v1 = v1) و است نادرست طبیعی اعداد ساختار در ∃v1(1 + v1 = v1)

نمی�دهد. نتیجه را درستی که است سازگار نظریه�ای Q∗ بنابراین

طبیعی اعداد ساختار در درستی از مشروط درجه یک Σ0−کامل، سیستم یک سازگاری
داریم: چنان�که می�دهد، نتیجه را

اگر یعنی است، Σ0−درست آنگاه باشد Σ0−کامل و سازگار S سیستم اگر .۵.١.٣ قضیه
است. درست X آنگاه ،S ⊢ X و باشد Σ0 جمله یک ،X جمله

پس نیست. Σ0−درست که باشد سازگار و Σ0−کامل دستگاه یک S کنید فرض برهان.
Σ0 و درست جمله یک ¬X بنابراین است. نادرست X و S ⊢ X که دارد وجود X Σ0−جمله

نتیجه لذا و است سازگار S اما .S ⊢ ¬X بنابراین هست، Σ0−کامل ،S چون حال هست.
Σ0−درست ،S و بوده باطل خلف فرض پس هست. تناقض یک این و S 0 X که می�گیریم

می�باشد.

برقرار همواره ۵.١.٣ قضیه عکس می�باشد. ممکن نتیجه بهترین این ،۴.١.٣ قضیه طبق
داریم: بنابراین است،

است. Σ0−درستی با معادل سازگاری Σ0−کامل، سیستم هر برای .۶.١.٣ قضیه

است: برقرار زیر معادله می�دهیم نشان باشد. Σ0−کامل دستگاهی S کنید فرض برهان.
باشد» Σ0−درست اگروتنهااگر است سازگار S»

می�باشد. نیز Σ0−درست قضیه١.٣.۵، طبق اینصورت در باشد سازگار S کنید فرض :⇐

.S 0 X ،X مانند نادرست Σ0−جمله هر ازای به اینصورت در باشد Σ0−درست ،S اگر :⇒

به�خصوص، و ،S ⊢ φ ،φ فرمول هر ازای به اینصورت غیر در زیرا است، سازگار S بنابراین
است. تناقض یک که S ⊢ X
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طبق آنگاه باشد ناسازگار S اگر زیرا است، ناتمامیت برای لازم شرط سازگاری .٧.١.٣ تذکر
این و S ⊢ ¬F یا S ⊢ F قوی�تر به�طور بنابراین ،S ⊢ ¬F و S ⊢ F ،F هر برای گزارهها، منطق

است. کامل S یعنی

قضیه نخست نیمه این است. S 0 G برای کافی شرط بلکه لازم شرط تنها نه S سازگاری
است. زیر شرح به که می�باشد گودل ناتمامیت اول

دارد. بستگی S از شده حسابی نحو نتیجه دو به اثبات

∃v2Prov(v1, v2) به�طوری���که دارد وجود Prov(v1, v2) Σ0−فرمول یک .٨.١.٣ حقیقت
n گودل عدد با S زبان در عبارتی En آن در که می�دهد نمایش را {n : S ⊢ En} مجموعه

باشد. درست ∃v2Prov(n̄, v2) اگروتنهااگر S ⊢ En یعنی، است،

مجموعه ∃v2A(v1, v2) فرمول به�طوری�که دارد وجود A(v1, v2) Σ0−فرمول یک .٩.١.٣ لم
زبان در آزاد متغیر یک با فرمول یک En اگر به�طوری�که می�دهد نمایش را {n : S ⊢ En(n)}

یعنی، می�شود، نتیجه En در v1 جای به n جایگذاری از که است فرمولی En(n) آنگاه باشد S
باشد. درست ∃v2A(ā, v2) اگروتنهااگر a ∈ {n : S ⊢ En(n)}

میشود. نتیجه ∃v2Prov(v1, v2) در جای�گذاری با ٨.١.٣ حقیقت از برهان.

اینصورت در .G =df ∀v2¬A(ā, v2) و a =df p∀v2¬A(v1, v2)q کنید فرض .١٠.١.٣ قضیه
.S 0 G آنگاه باشد Σ0−کامل و سازگار S اگر

می�شود نتیجه G و aتعریف طبق آنگاه .S ⊢ ∀v2¬A(ā, v2) یعنی، ،S ⊢ G کنید فرض برهان.
Σ0−کامل ،S اینکه از است. درست ∃v2A(ā, v2) ،٩.١.٣ لم طبق .a ∈ {n : S ⊢ En(n)} که
در S سازگاری با این که S ⊢ ¬G یعنی S ⊢ ∃v2A(ā, v2) لذا است کامل − Σ1 نتیجه در و

.S 0 G بنابراین است. تناقض



٢٨ آن درستی و گودل جمله تصمیمناپذیری برای کافی و لازم شرایط .٣ فصل

گودل جمله درستی ٢.٣

درست X آنگاه ،S 0 ¬X اگر ،S Σ0−کامل نظریه زبان در X Π1−جمله هر برای .١.٢.٣ قضیه
است.

اگر است. Σ0−فرمول یک F(vi) که می�باشد ∀viF(vi) فرم به X لذا است Π1 ،X چون برهان.
به�طوری�که دارد وجود k طبیعی عدد بنابراین است، درست ∃vi¬F(vi) آنگاه باشد نادرست X
و S ⊢ ∃vi¬F(vi) پس .S ⊢ ¬F(k̄) ،S بودن Σ0−کامل به توجه با لذا است. درست ¬F(k)

است. درست X بنابراین است، تناقض در S 0 ¬X فرض با این و S ⊢ ¬X نتیجه در

،S 0 ¬G اگر ،١.٢.٣ قضیه طبق پس است Π1 ،S سیستم هر برای G گودل جمله چون
S سازگاری از قوی�تر شرط یک با فقط S 0 ¬G که دید خواهیم ادامه در است. درست G آنگاه
S 0 G آنگاه باشد سازگار S اگر که می�بینیم ،١٠.١.٣ قضیه اثبات از حالا اما می�شود، برقرار

داشت: خواهیم را زیر قوی نتیجه آن مطابق و

است. درست S برای گودل جمله آنگاه باشد سازگار S اگر .٢.٢.٣ قضیه

خواهیم اینصورت در که ،S 0 G لذا است، سازگار S چون ،١٠.١.٣ قضیه طبق برهان.
بنابراین است، نادرست ∃v2A(ā, v2) ،٩.١.٣ لم طبق حال .a /∈ {n : S ⊢ En(n)} داشت:

است. درست G یعنی این و است درست ∀v2¬A(ā, v2)

است. سازگار S آنگاه باشد درست S سیستم برای گودل جمله اگر .٣.٢.٣ قضیه

این در که است، نادرست ∃v2A(ā, v2) آنگاه باشد درست ∀v2¬A(ā, v2) یعنی ،G اگر برهان.
باشد موجود جمله�ای هرگاه هست سازگار سیستم یک اما .S 0 G ،٩.١.٣ لم طبق صورت

است. سازگار S بنابراین کند، اثبات را آن نتواند که

است؟» درست S نظریه یک گودل جمله که بدانیم می�توانیم «چگونه سوال .۴.٢.٣ تذکر
می�شود. تحویل می�دانیم؟» را S سازگاری «چگونه سوال به ٣.٢.٣ و ٢.٢.٣ قضایای توسط
هست. سازگار آن که دارد باور دارد اطلاع پئانو حساب مثال) (برای درباره که کسی هر تقریبا
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PA سازگاری از اطمینان برای می�تواند شخص یک احتمال بیشترین با که دلیلی همین�طور
یک این ولی است درست صحیح اعداد مجموعه در نظریه این که بود خواهد این دهد ارایه
گودل جمله درستی برای که است چیزی همان سازگاری و است سازگاری از قوی�تری شرط
دوم قضیه که کرد بحث متناهی کاملا سازگاری برهان�های مورد در هیلبرت داریم. نیاز بدان

نیست. امکان�پذیر امر این که داد نشان گودل ناتمامیت

ω−سازگاری برای گودل تعریف ٣.٣

S گودل جمله G آن در که است S 0 G برقراری برای کافی شرط S سازگاری که کردیم ملاحظه
موجود سازگاری سیستم�های زیرا نیست، کافی S 0 ¬G دادن نشان برای S سازگاری است.

داریم: مثال به�طور می�کنند. اثبات را خود گودل جمله نقیض که هستند

دستگاه یک S کنید فرض می�کند). رد را خود گودل جمله که سازگار (نظریه�ای ١.٣.٣ قضیه
که S زبان در G جمله یک برای و S برای P(v1) اثبات�پذیری محمول برای باشد. سازگار
محمول یک P∗(v1) کنید فرض باشد. S∪{¬G} دستگاه S∗ کنید فرض ،S ⊢

(
G ≡ ¬P(pGq)

)
.S∗ ⊢ ¬G∗ آنگاه ،S∗ ⊢

(
G∗ ≡ ¬P∗(pG∗q)

) که باشد جمله�ای G∗ و باشد S∗ برای اثبات�پذیری

S ⊢ G ≡ ¬P(pGq) طرفی از و است سازگار S زیرا است، سازگار S∗ = S ∪ {¬G} برهان.
توسیع طبق این و S 0 G پس است، درست G نتیجه در است درست ¬P(pGq) چون لذا و
جمله S∗ که می�دهیم نشان حال است. سازگار S ∪ {¬G} می�دهدکه نتیجه سازگارها، منفی

می�کند: رد را خود گودل
،X جمله هر برای گزاره�ای منطق طبق

S ⊢
(
X → (¬G → X)

) (١.٣)
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:[٨] داریم است S برای اثبات�پذیری محمول P(v1) که ویژگی این طبق و

S ⊢ P
(

(pXq) →
(
p(¬G → X)q

))
S ⊢ P

(
(pXq) →

(
p(¬G → X)q

))
→

(
P(pXq) → P

(
p(¬G → X)q

))
S ⊢

(
P(pXq) → P

(
p(¬G → X)q

)) (٢.٣)

داریم: S ⊂ S∗ چون حال

S∗ ⊢
(
P(pXq) → P

(
p(¬G → X)q

)) (٣.٣)

بنابراین

S∗ ⊢
(
P(pXq) → P∗(pXq)

) (۴.٣)

رابطه ،S ⊢ ¬X که Xی برای ناتمامیت دوم قضیه برهان طبق
S ⊢

(
¬G ≡ P(pXq)

)
لذا و است برقرار

S∗ ⊢
(
¬G ≡ P(pXq)

) (۵.٣)

داریم: S∗ برای ناتمامیت دوم قضیه طبق و S∗ ⊢ ¬X داریم S ⊢ ¬X اینکه از

S∗ ⊢
(
¬G∗ ≡ P∗(pXq)

) (۶.٣)

داریم S∗ ⊢ ¬G اینکه از آنگاه .S∗ ⊢ (¬G → ¬G∗) داریم (۶.٣) و (۵.٣) ،(۴.٣) طبق حال
.S∗ ⊢ ¬G∗

برقراری برای یعنی ناتمامیت، اول قضیه دوم نیمه اثبات برای که می�دهد نشان فوق قضیه
ω−سازگاری را آن که فرضی به گودل داریم. لازم را S سازگاری از قوی�تر فرضی ،S 0 ¬G

کرد. استناد نامید
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ترم شامل n طبیعی عدد هر برای که را زبان یک در S سیستم (ω−سازگاری). ٢.٣.٣ تعریف
متغیر یک با F(vi) فرمول اگروتنهااگر گوییم ω−سازگار را می�باشد n عدد نمایان�گر n̄ بسته
.S ⊢ ¬F(n̄) ،n طبیعی عدد هر برای و S ⊢ ∃viF(vi) بهطوریکه نباشد موجود L زبان در آزاد

است. سازگار آنگاه باشد، ω−سازگار سیستمی اگر .٣.٣.٣ قضیه

میکند؛ اثبات را S زبان در فرمول هر S آنگاه باشد ناسازگار سیستم یک S اگر برهان.
،n هر برای و S ⊢ ∃wF(w) بنابراین آزاد. متغیر یک با F(w) فرمول هر برای خصوص به

است. ω−ناسازگار ،S یعنی این و S؛ ⊢ ¬F(n̄)

است. ω−سازگاری از ضعیفتر اکیدا سازگاری یعنی، نیست، برقرار ٣.٣.٣ قضیه عکس

هستند. ω−ناسازگار که دارند وجود سازگاری سیستمهای .۴.٣.٣ قضیه

Q∗ که دادیم نشان قضیه اثبات در بگیرید. نظر در را ۴.١.٣ قضیه در Q∗ سیستم برهان.
هر برای که می�دهیم نشان استقرا با است: ω−ناسازگار زیر مطابق Q∗ اما است. سازگار

داریم: n طبیعی عدد

Q∗ ⊢ ¬1 + n̄ = n̄

داریم: استقرا شروع برای

Q∗ ⊢ 1 + 0 = 1

بنابراین

Q∗ ⊢ ¬1 + 0 = 0

:[٣] می�دانیم باشد، برقرار n برای حکم استقرا) (فرض کنید فرض حال

Q∗ ⊢ (¬1 + n̄ = n̄→ ¬(1 + n̄)′ = n̄′)

استقرا فرض طبق چون بنابراین

Q∗ ⊢ ¬1 + n̄ = n̄
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داریم: قبل جمله دو روی MP بردن کار به با لذا

Q∗ ⊢ ¬(1 + n̄)′ = n̄′

اینکه از و

Q∗ ⊢ (1 + n̄)′ = (1 + n̄′)

بنابراین

Q∗ ⊢ ¬(1 + n̄′) = n̄′

ω−ناسازگار ولی بوده سازگار Q∗ بنابراین .Q∗ ⊢ ∃v1(1 + v1 = v1) که می�دانیم همچنین
است.

است. ω−سازگار آنگاه کند، صدق طبیعی اعداد ساختار در سیستم یک اگر .۵.٣.٣ قضیه

در و باشد طبیعی اعداد برای ارقام شامل آن زبان که باشد سیستمی S کنید فرض برهان.
.S ⊢ ∃wF(w) و باشد آزاد متغیر یک با فرمولی F(w) کنید فرض کند. صدق حساب ساختار
این است، درست F(n̄) که دارد وجود n طبیعی عدد یعنی، است، درست ∃wF(w) بنابراین
و S 0 ¬F(n̄) لذا است، درست دستگاه یک S چون و است نادرست ¬F(n̄) که می�کند بیان

است. ω−سازگار ،S نتیجه در

است. برقرار حسابی مراتب سلسله در Σ2 تا حداکثر جملات برای فقط قضیه این عکس

است. Σ2−درست ،S آنگاه باشد، ω−سازگار و Σ0−کامل ،S کنید فرض .۶.٣.٣ قضیه

نادرست ∃v1∀v2F(v1, v2) و S ⊢ ∃v1∀v2F(v1, v2) کنید فرض F Σ0−فرمول برای برهان.
برای بنابراین باشد، درست ∀v2F(n̄, v2) به�طوری�که ندارد وجود n طبیعی عدد یعنی، باشند،
طبق آنگاه است. درست ∃v2¬F(n̄, v2) لذا است، نادرست ∀v2F(n̄, v2) ،n طبیعی عدد هر
،S ⊢ ∃v2¬F(n̄, v2) ،n هر برای بودن)، Σ0−کامل از مقدماتی نتیجه (یک S بودن Σ1−کامل

پس است، تناقض در S ω−سازگاری با این .S ⊢ ¬∀v2F(n̄, v2) ،n هر برای بنابراین
است. درست ∃v1∀v2F(v1, v2)



٣٣ آن درستی و گودل جمله تصمیمناپذیری برای کافی و لازم شرایط .٣ فصل

است. Σ1−درست ،S آنگاه باشد ω−سازگار و Σ0−کامل ،S اگر .٧.٣.٣ نتیجه

آنگاه ،S ⊢ ∃v1H(v1) به�طوری�که باشد Σ1−جمله یک ∃v1H(v1) کنید فرض برهان.

S ⊢ ∃v1∀v2
(
v2 = v2 → H(v1)

)
،۶.٣.٣ قضیه طبق حال

∃v1∀v2
(
v2 = v2 → H(v1)

)
پس است، درست

∀v2(v2 = v2) → ∃v1H(v1)

است. درست ∃v1H(v1) لذا می�باشد درست ∀v2(v2 = v2) چون و است درست

نادرست Σ3−جمله یک که دارد وجود ω−سازگار یکسیستم .(١٩۵۵ (کرایسل ٨.٣.٣ گزاره
می�کند. اثبات را

کنید: فرض می�دهد. نمایش را {n : PA ⊢ En} که باشد فرمولی P(v1) کنید فرض برهان.

H(x) =df ∃y
(
P(pEx → ∃v1Eyq) ∧ ∀zP(pEx → ¬Ey[z]q)

)
جمله یک K کنید فرض نوشت. PA زبان در فرمول یک صورت به می�توان را H(x) فرمول
،PA∪{K} اگروتنهااگر است درست K بنابراین .(K ≡ H(pKq)

) یعنی، باشد، H(x) برای قطری
است: ω−سازگار ،PA ∪ {K} که می�دهیم نشان باشد. ω−ناسازگار

PA به که زمانی یعنی، باشد، درست باید K آنگاه باشد. ω−ناسازگار ،PA ∪ {K} کنید فرض
لذا است، درست PA چون اما می�باشد. ω−ناسازگار سیستم یک آن نتیجه می�شود اضافه
است، ω−سازگار �کند صدق طبیعی اعداد در که نظریه�ای هر اما باشد. درست باید PA∪{K}

PA∪{K} خلف برهان طبق بنابراین است. تناقض در PA∪{K} ω−ناسازگاری فرض با این
نتیجه میشود اضافه PA به که زمانی یعنی، است، نادرست K بنابراین باشد. ω−سازگار باید
نادرست ω−سازگار نظریه یک PA ∪ {K} یعنی این که میباشد ω−ناسازگار سیستم یک آن

هست. Σ3−جمله ،K که میهیم نشان نهایتا است.
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K ≡ ∃y
(
P(pK → ∃v1Eyq) ∧ ∀zP(pK → ¬Ey[z]q)

)
داریم: محمولات منطق طبق حال

K ≡ ∃y∀z
(
P(pK → ∃v1Eyq) ∧ P(pK → ¬Ey[z]q)

)
پیشوندی نرمال حالت به را آن که وقتی ،K فرمول زمینه بنابراین میباشد. Σ1 ،P(v1) محمول
یک صورت به میتوانند که می�آید دست به ∃∀ محدوده در هم کنار وجودی سور دو می�نویسیم
پیشوندی سور یک نتیجه شود. فشرده بی�کران) عمومی سور یک با (همراه تنها وجودی سور

است. Σ1−فرمول یک K پس است؛ کران�دار فرمول یک از قبل ∃∀∃

هر «درستی فرض از ضعیف�تر» «بسیار ω−سازگاری مفهوم که میکند بیان [۵] گودل
نمی�دهد. ارایه ادعا این برای استدلالی هیچ اما می�باشد، نظر» مورد تعبیر در فرمول

شکل یک به اما نمیدهد. نتیجه را درستی ω−سازگاری، ،٨.٣.٣ گزاره طبق .٩.٣.٣ تذکر
است: بدین�گونه شکل آن و میدهد نتیجه را درستی ω−سازگاری، ضعیف

یا و جمله هر شامل که هست PA از ω−سازگار توسیع تنها درست حساب .١٠.٣.٣ قضیه
باشد. جمله آن نقیض

ω−سازگار درست�اند، حساب در آن منطقی نتایج تمام که نظریه هر که دیدیم قبلا برهان.
جمله آن نقیض یا و جمله هر شامل البته و است ω−سازگار درست حساب بنابراین می�باشد.
نقیض یا و جمله هر شامل که PA از ω−سازگار توسیع هر که دهیم نشان باید حال می�باشد.
تمام روی استقرا با باشد، PA از تمام توسیع یک S کنیم فرض است. درست باشد، جمله آن
باشد درست X اگر (یعنی می�کند تصمیم�گیری را X درستی به S که می�دهیم نشان X جملات

:(S ⊢ ¬X آنگاه باشد نادرست X اگر و S ⊢ X آنگاه

می�شود. نتیجه PA بودن Σ0−کامل از سرعت به مورد این باشد. اتمی X استقرا: شروع •

¬X آنگاه باشد نادرست X اگر و S ⊢ X لذا و PA ⊢ X آنگاه باشد درست X اگر زیرا
.S ⊢ ¬X لذا و بود خواهد درست
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استقرا: گام�های •

باشد: برقرار Z و Y برای حکم و باشد (Y → Z) شکل به یا ¬Y شکل به X .١

که می�شود نتیجه X درستی فرض با اینصورت در باشد ¬Y شکل به X اگر –

این و S ⊢ ¬Y استقرا فرض طبق و است نادرست Y لذا و است درست ¬Y
.S ⊢ X یعنی

و است نادرست ¬Y که می�شود نتیجه است نادرست X کنیم فرض اگر حال
.S ⊢ ¬X یعنی این و S ⊢ Y استقرا فرض طبق و است درست Y لذا

ممکن حالت سه X درستی فرض با اینصورت در باشد Y → Z شکل به X اگر –

باشد: داده رخ است
داریم: استقرا فرض طبق حالت این در باشند: درست دو هر Z و Y (الف)

داریم: گزاره�ها منطق طبق طرفی از .S ⊢ Z و S ⊢ Y

S ⊢ Z → (Y → Z)

این و داشت خواهیم را S ⊢ Y → Z مقدم وضع قاعده از استفاده با لذا و
.S ⊢ X یعنی

داریم: استقرا فرض طبق حالت این در باشند: نادرست دو هر Z و Y (ب)
داریم: گزاره�ها منطق طبق طرفی از .S ⊢ ¬Z و S ⊢ ¬Y

S ⊢ ¬Y → (¬Z → ¬Y)

از و داشت خواهیم را S ⊢ ¬Z → ¬Y مقدم وضع قاعده از استفاده با لذا و
داریم: گزاره�ها منطق طبق طرفی

S ⊢ (¬Z → ¬Y) → (Y → Z)

یعنی این و S ⊢ Y → Z که می�شود نتیجه مقدم وضع قاعده کارگیری به با و
.S ⊢ X

داریم: استقرا فرض طبق حالت این در باشد: درست Z و نادرست Y (پ)
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گزاره�ها منطق طبق طرفی از .S ⊢ Z و S ⊢ ¬Y

S ⊢ ¬Y → (¬Z → ¬Y)

لذا و داشت خواهیم را S ⊢ ¬Z → ¬Y مقدم وضع قاعده از استفاده با لذا و
.S ⊢ X یعنی این و S ⊢ Y → Z

می�دهد. نتیجه را S ⊢ X ،X درستی حالت هر در پس

لذا و بود خواهد نادرست Z و درست Y اینصورت در باشد نادرست X اگر

S ⊢ Y استقرا فرض

S ⊢ ¬Z استقرا فرض

S ⊢ Y ∧ ¬Z گزاره�ها منطق

S ⊢ ¬(¬Y ∨ Z) گزاره�ها منطق

S ⊢ ¬(Y → Z) گزاره�ها منطق

S ⊢ ¬X

به را، F(m̄) شکل به جمله هر S استقرا، فرض طبق باشد. ∀viF(vi) شکل به X .٢
می�کند. تصمیم�گیری درستی به ،m طبیعی عدد هر ازای

طبیعی عدد هر برای استقرا فرض طبق آنگاه باشد. درست X کنید فرض (آ)
کنید فرض .S ⊢ ¬X یا و S ⊢ X ،S بودن کامل طبق حال .S ⊢ F(m̄) ،m
تناقض در S بودن ω−سازگار با این اما .S ⊢ ∃vi¬F(vi) آنگاه ،S ⊢ ¬X

.S ⊢ X بنابراین هست.

∃vi¬F(vi) لذا و بوده نادرست ∀viF(vi) پس باشد. نادرست X کنید فرض (ب)
طبق حال است. درست ¬F (k̄) که دارد وجود k عدد بنابراین و است درست
و S ⊢ ¬∀viF(vi) بنابراین و S ⊢ ∃vi¬F(vi) پس .S ⊢ ¬F(k̄) استقرا فرض

.S ⊢ ¬X نتیجه در
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روش به ω−سازگار، به�صورت می�تواند ناکامل و ω−سازگار دستگاه یک .١١.٣.٣ تذکر
یابد. گسترش زیر،

S∪{X} از یکی L(S) زبان در X جمله هر برای آنگاه باشد ω−سازگار ،S اگر .١٢.٣.٣ قضیه
بود. خواهد ω−سازگار ،S ∪ {¬X} یا

A(x) فرمول�های بنابراین باشند، ω−ناسازگار دو هر S∪{¬X} و S∪{X} کنید فرض برهان.
به�طوری�که موجودند B(x) و

S ∪ {X} ⊢ ∃xA(x) (٧.٣)

،n ∈ ω هر برای و

S ∪ {X} ⊢ ¬A(n̄) (٨.٣)

همچنین و

S ∪ {¬X} ⊢ ∃xB(x) (٩.٣)

،n ∈ ω هر برای و

S ∪ {¬X} ⊢ ¬B(n̄) (١٠.٣)

اینصورت در

S ⊢
((

X ∧ ∃xA(x)
)
∨
(
¬X ∧ ∃xB(x)

))
گزارهای ومنطق (٩.٣) ،(٧.٣) (١١.٣)

S ⊢ ∃x
((

X ∧ A(x)
)
∨
(
¬X ∧ B(x)

))
محمولات منطق و (١١.٣) (١٢.٣)

S ⊢
((

X → ¬A(n̄)
)
∧
(
¬X → ¬B(n̄)

))
(١٠.٣) (١٣.٣)

S ⊢
(
¬
(
X ∧ A(n̄)

)
∧ ¬

(
¬X ∧ B(n̄)

))
گزارهای ومنطق (١٣.٣) (١۴.٣)

S ⊢ ¬
((

X ∧ A(n̄)
)
∨
(
¬X ∧ B(n̄)

))
گزارهای ومنطق (١۴.٣) (١۵.٣)

می�دهند. نتیجه را S ω−ناسازگاری ،(١۵.٣) و (١٢.٣)
باشد. ω−سازگار باید S ∪ {¬X} یا و S ∪ {X} یا که می�گیریم نتیجه بنابراین
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ناشی لیندنبائوم لم از سازگاری، برای ١٢.٣.٣ قضیه در متناظر خاصیت .١٣.٣.٣ تذکر
نقیض یا جمله هر که سازگار مجموعه یک به می�تواند سازگار مجموعه هر نتیجه در می�شود.
جملات تمام ازای به ١٢.٣.٣ قضیه اعمال با کند: پیدا توسعه می�دهد رخ آن در جمله آن
اجتماع می�کند؛ حفظ را سازگاری که می�شود اضافه نظریه به جمله نقیضآن یا جمله هر زبان،
می�باشد. جمله آن نقیض یا جمله هر شامل که هست سازگار مجموعه یک مراحل، این تمام
جملات از ω−سازگار مجموعه هر که دهد نتیجه ١٢.٣.٣ قضیه اینکه ٨.٣.٣ گزاره طبق
یابد توسعه هست جمله آن نقیض یا و جمله هر شامل که ω−سازگار مجموعه�ای به میتواند
لزوما ω−سازگار مجموعههای از زنجیر یک اجتماع لیندنبائوم، لم برهان در نیست. ممکن
یک (که باشد ω−ناسازگاری یک شامل اجتماع است ممکن یعنی، نمیباشد، ω−سازگار

رخ زنجیر اعضای از یک هیچ در ω−ناسازگاری این که است) جملات از نامتناهی مجموعه
یک در باید باشد متناهی که اجتماعی در ناسازگاری یک اینکه گرفتن نظر در (با باشد نداده

دهد). رخ زنجیر از عضو

ω−سازگاری ،S Σ0−کامل دستگاه به Aدرست Π1−جمله یک شدن اضافه با .١۴.٣.٣ قضیه
میشود. حفظ

به�طوری�که دارد وجود ∃xB(x) فرمول یعنی، باشد، ω−ناسازگار ،S∪{A} کنید فرض برهان.

S ⊢
(
A → ∃xB(x)

) (١۶.٣)

،n ∈ ω هر ازای به و

S ⊢
(
A → ¬B(n̄)

) (١٧.٣)
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بنابراین هست. کران�دار) سورهای (با Σ0 ،A0(x) که می�باشد ∀xA0(x) شکل به A و

S ⊢
(
∃x¬A0(x)

)
∨ ∃xB(x) (١٨.٣)

S ⊢ (A → (A ∧ ∃xB(x))) گزارهای منطق و (١۶.٣) (١٩.٣)

S ⊢
(
∃x¬A0(x)

)
∨
(
A ∧ ∃xB(x)

)
محمولات و گزارهای منطق ،(١٩.٣) (٢٠.٣)

S ⊢ ∃x
(
¬A0(x) ∨

(
A ∧ B(x)

))
محمولات ومنطق (٢٠.٣) (٢١.٣)

،n ∈ ω هر برای لذا هست Σ0−کامل ،S و است درست ∀xA0(x) چون حال

S ⊢ A0(n̄) (٢٢.٣)

داریم: n هر برای (٢٢.٣) و (١٧.٣) طبق و

S ⊢
(
A0(n) ∧ (A → ¬B(n̄)

) (٢٣.٣)

داریم: گزارهای منطق و (٢٢.٣) طبق n هر برای حال

S ⊢ ¬
(
¬A0(n̄) ∨

(
A ∧ B(n̄)

)) (٢۴.٣)

باید S ∪ {A} بنابراین است. ω−ناسازگار ،S که میدهند نتیجه (٢۴.٣) و (٢١.٣) اما
باشد. ω−سازگار

است. ω−سازگار نیز S∪{(Pr(p¬Gq) → ¬G)} آنگاه باشد ω−سازگار ،S اگر .١۵.٣.٣ نتیجه

بنابراین است. درست Π1−جمله یک ¬Pr(p¬Gq) آنگاه باشد ω−سازگار ،S اگر برهان.
حال بود. خواهد ω−سازگار ،S ∪ {¬Pr(p¬Gq)} باشد ω−سازگار ،S اگر قبل، قضیه طبق

داریم: گزارهای منطق طبق

S ∪ {¬Pr(p¬Gq)} ⊢ (Pr(p¬Gq) → ¬G) (٢۵.٣)

باشد. ω−سازگار باید S ∪
{(

Pr(p¬Gq) → ¬G
)} آنگاه باشد ω−سازگار ،S اگر پس
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کرایسل n−سازگاری مفهوم

و شده مطالعه آن ویژگی�های و بیان [۶] کرایسل١ نظر از n−سازگاری مفهوم فصل این در
که می�شود مشاهده است. گرفته قرار بررسی مورد Σn−درستی و n−سازگاری بین رابطه
برای کافی و لازم شرط این و است S∪{ConS} سازگاری از قوی�تر اکیداً شرطی 1−سازگاری

می�باشد. گودل جمله استقلال

١G. Kreisel
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1−سازگاری مفهوم ١.۴

نیمه اثبات برای که است چیزی آن از قوی�تر ملاحظه�ای قابل به�طور ω−سازگاری مفهوم
برای اثبات محمول شده حسابی که آن�جایی از داریم. نیاز آن به ناتمامیت اول قضیه دوم
هیچ که فرض این با فقط می�تواند نتیجه این است، Σ1 ،S کارآمد شمارای سیستم یک
1−سازگاری را ضعیف�تر مفهوم این شود. اثبات ندارد وجود Σ1 شکل به ω−ناسازگاری

هست: شکل این به آن دقیق تعریف که می�نامیم

شامل n طبیعی عدد هر برای که زبان یک در S دستگاه یک 1−سازگاری). ) ١.١.۴ تعریف
مانند Σ1−فرمولی اگروتنهااگر گوییم 1−سازگار را می�باشد ،n عدد نمایان�گر ،n̄ بسته ترم
عدد هر برای و S ⊢ ∃v1F(v1) به�طوری�که نباشد موجود زبان در آزاد متغیر یک با ∃viF(vi)

.S ⊢ ¬F(n̄) ،n طبیعی

است. S Σ1−درستی با معادل S 1−سازگاری ،S Σ0−کامل دستگاه یک برای .٢.١.۴ قضیه

باشد Σ1−جمله یک ∃viF(vi) کنید فرض و باشد 1−سازگار ،S کنید فرض :⇐ برهان.
∀vi¬F(vi) بنابراین باشد. نادرست ∃viF(vi) کنید فرض همچنین و S ⊢ ∃viF(vi) به�طوری�که
است. درست Σ0−جمله یک ¬F(n̄) ،n عدد هر برای لذا و است درست Π1−جمله یک
فرض این، اما .S ⊢ ¬F(n̄) ،n طبیعی عدد هر برای S بودن Σ0−کامل طبق بنابراین
می�باشد. Σ1−درست ،S و است درست ∃viF(vi) نتیجه در می�کند. نقض را S 1−سازگاری

عدد S Σ1−درستی طبق اینصورت در .S ⊢ ∃viF(vi) و باشد Σ1−درست ،S کنید فرض :⇒

نتیجه S بودن Σ0−کامل از حال است. درست Σ0−جمله یک F(k̄) که دارد وجود k طبیعی
هر و بود خواهد ناسازگار S اینصورت غیر در ،S 0 ¬F(k̄) بنابراین .S ⊢ F(k̄) که می�شود
فرض با این که می�کند اثبات را نادرست Σ1−جملات خصوص به می�کند اثبات را جمله�ای

است. 1−سازگار ،S بنابراین است. تناقض در S Σ1−درستی

سازگاری با S Σ1−درستی ،S Σ0−کامل دستگاه یک برای .٣.١.۴ قضیه
STΠ1

:= S ∪ {α | است درست Π1−جمله یک α}
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است. معادل

که کنید فرض و است Σ1−درست ،S کنید فرض :⇐ برهان.
STΠ1

= S ∪ {α | است درست Π1−جمله یک α}

ناسازگار STΠ1
اگر بنابراین می�شود. نتیجه S سازگاری S Σ1−درستی فرض از باشد. ناسازگار

.S ⊢ ¬∀v1F(v1) به�طوری�که باشد موجود ∀v1F(v1) درست Π1−جمله یک باید آنگاه باشد
با این که بود خواهد نادرست Σ1−جمله یک ¬∀v1F(v1) ≡ ∃v1¬F(v1) اینصورت در اما

است. سازگار STΠ1
بنابراین است. تناقض در S Σ1−درستی

Σ1−جمله یک اینصورت در نباشد. Σ1−درست ،S و است سازگار STΠ1
کنید فرض :⇒

آن در که ،S ⊢ ¬∀v1¬H(v1) لذا و ،S ⊢ ∃v1H(v1) به�طوری�که دارد وجود ∃v1H(v1) نادرست
است. ناسازگار STΠ1

اینصورت در اما است. درست Π1−جمله یک ∀v1¬H(v1)

یا S ∪ {X} از یکی L(S) در X جمله هر برای آنگاه باشد 1−سازگار ،S اگر .۴.١.۴ قضیه
بود. خواهد 1−سازگار ،S ∪ {¬X}

را نتیجه این نمی�تواند ω−سازگاری برای متناظر نتیجه اثبات که داریم توجه ابتدا برهان.
فرمول زیرا کند برقرار 1−سازگاری برای

∃x
((

X ∧ A(x)
)
∨
(
¬X ∧ B(x)

))
یک کرایسل نیست. Σ1 ،X دلخواه جمله یک ازای به B(x) و A(x) Σ0−فرمولهای برای
می�دهد: ارایه را زیر شکل به (٢٠٠۵ مارس ٣١ در نامه�ای طی شده (نوشته متفاوت اثبات
∃xA(x) Σ1−فرمول�های بنابراین باشند، 1−ناسازگار دو هر S∪ {¬X} و S∪ {X} کنید فرض

به�طوری�که دارند وجود ∃xB(x) و

S ∪ {X} ⊢ ∃xA(x) (١.۴)

،n ∈ ω هر برای و

S ∪ {X} ⊢ ¬A(n̄) (٢.۴)
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همچنین، و

S ∪ {¬X} ⊢ ∃xB(x) (٣.۴)

،n ∈ ω هر برای و

S ∪ {¬X} ⊢ ¬B(n̄) (۴.۴)

داریم: S ⊢ (X ∨ ¬X) و (٣.۴) ،(١.۴) طبق همچنین

S ⊢
(
∃xA(x) ∨ ∃xB(x)

) (۵.۴)

داریم: محمولات منطق و (۵.۴) به توجه با و

S ⊢ ∃x
(
A(x) ∨ B(x)

) (۶.۴)

آنگاه نباشد چنین اگر زیرا .S ⊢
(
¬A(n̄) ∧ ¬B(n̄)

) ،n ∈ ω هر برای که داریم ادعا حال
داریم: n ∈ ω برخی برای

S 0
(
¬A(n̄) ∧ ¬B(n̄)

) (٧.۴)

بنابراین می�باشد، Σ0−کامل ،S و هست Σ0−جمله یک (¬A
(
n̄) ∧ ¬B(n̄

) اما
S ⊢

(
A(n̄) ∨ B(n̄)

) (٨.۴)

درست A(n̄) یا بنابراین هست، درست A(n̄) ∨ B(n̄) می�باشد Σ0−درست ،S اینکه از حال
طبق بنابراین هست. درست A(n̄) می�کنیم فرض کلیت از کاستن بدون .B(n̄) یا و هست

داریم: بودن Σ0−کامل

S ⊢ A(n̄) (٩.۴)

داریم: (٢.۴) طبق

S ⊢
(
X → ¬A(n̄)

) (١٠.۴)
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داریم: گزاره�ای منطق و (١٠.۴) از بنابراین

S ⊢
(
A(n̄) → ¬X

) (١١.۴)

S ⊢ ¬X MP و (١١.۴) ،(٩.۴) (١٢.۴)

داریم: (۴.۴) و (٣.۴) فرض�های طبق اما

S ⊢ ∃xB(x) و S ⊢ ¬B(n̄) ، n ∈ ω هر برای (١٣.۴)

،n ∈ ω هر برای که ادعا این بنابراین می�باشد. 1−ناسازگار ،S رو این از
S ⊢

(
¬A(n̄) ∧ ¬B(n̄)

)
بنابراین می�دهد. نتیجه را S 1−ناسازگاری مجددا (۶.۴) اینصورت در اما باشد. درست باید

باشد. 1−سازگار باید S ∪ {¬X} یا و S ∪ {X} یا

می�گیرد: قرار ω−سازگاری برای ١٠.٣.٣ قضیه با تناظر در زیر قضیه .۵.١.۴ تذکر

هر شامل که دارد وجود طبیعی حساب از غیر PA از 1−سازگار توسیع�های .۶.١.۴ قضیه
میباشد. جمله آن نقیض یا و جمله

می�باشد. 1−سازگار ،٨.٣.٣ گزاره اثبات در موجود PA نادرست ω−سازگار توسیع برهان.
که جملات از سازگار مجموعه یک از توسیع یک تولید معمول روش و ۴.١.۴ قضیه طبق
دست به 1−سازگار کامل توسیع یک لیندنبائوم) (لم باشد جمله آن نقیض یا جمله هر شامل
با ω−سازگاری برای آن ندادن انجام و 1−سازگاری مورد در ساختار این انجام دلیل می�آوریم.
معادل Σ1−درستی با 1−سازگاری ،٢.١.۴ قضیه طبق که هست این ،١٣.٣.٣ تذکر به توجه
1−ناسازگار جملات، از 1−سازگار مجموعه�های از زنجیره�ای اجتماع اگر بنابراین و می�باشد
در باید نادرست Σ1−جمله آن اما باشد. نادرست Σ1−جمله یک شامل باید آنگاه باشد
1−ناسازگار جملات مجموعه آن مورد این در که دهد رخ زنجیره مجموعه�های جملات از یکی

است. تناقض در موجود فرض با این و بود خواهد
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تعمیم n−سازگاری به n طبیعی عدد هر برای آسانی به 1−سازگاری مفهوم .٧.١.۴ تذکر
مفهوم یک n = 2 و n = 1 برای تنها n−سازگاری دید خواهیم که همانطور اما می�شود، داده

هست. طبیعی

2−سازگاری مفهوم ٢.۴

n طبیعی عدد هر برای که را زبان یک در S دستگاه یک (2−سازگاری). ١.٢.۴ تعریف
Σ2−فرمول هیچ اگروتنهااگر گوییم 2−سازگار را میباشد ،n عدد نمایان�گر ،n̄ بسته ترم شامل
عدد هر برای و S ⊢ ∃v1∀v2F(v1, v2) بهطوریکه نباشد موجود S زبان در ∃v1∀v2F(v1, v2)

.S ⊢ ¬∀v2F(n̄, v2) ،n طبیعی

است. Σ2−درستی با معادل 2−سازگاری Σ0−کامل، دستگاه یک برای .٢.٢.۴ قضیه

آن در که ،S ⊢ ∃v1∀v2F(v1, v2) کنید فرض و باشد 2−سازگار ،S کنید فرض :⇐ برهان.
عدد هر برای اینصورت در که باشد نادرست ∃v1∀v2F(v1, v2) و بوده Σ0−فرمول یک F(v1, v2)

نظریه هر بودن Σ1−کامل طبق حال هست. درست Σ1−جمله یک ∃v2¬F(n̄, v2) ،n طبیعی
2−ناسازگار ،S اینصورت در اما .S ⊢ ¬∀v2F(n̄, v2) ،n طبیعی عدد هر برای Σ0−کامل،

است. درست ∃v1∀v2F(v1, v2) لذا و است
می�هد نتیجه این .S ⊢ ∃v1∀v2F(v1, v2) کنید فرض و باشد Σ2−درست ،S کنید فرض :⇒

درست ∀v2F(k̄, v2) که دارد وجود k طبیعی عدد بنابراین است، درست ∃v1∀v2F(v1, v2) که
Σ2−درست ،S چون .S ⊢ ∃v2¬F(k̄, v2) بنابراین ،S ⊢ ¬∀v2F(k̄, v2) کنید فرض میباشد.
درستی با این اما میباشد. درست ∃v2¬F(k̄, v2) بنابراین میباشد. Σ1−درست ،S لذا است
2−سازگار ،S یعنی این .S 0 ¬∀v2F(k̄, v2) خلف برهان طبق لذا تناقضاست، در ∀v2F(k̄, v2)

است.

Π2−جملات تمام سازگاری با S Σ2−درستی ،S Σ0−کامل دستگاه یک برای .٣.٢.۴ قضیه
است. معادل S+ درست
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و است Σ2−درست ،S کنید فرض :⇐ برهان.
STΠ2

:= S ∪ {α | است درست Π2−جمله یک α}

به STΠ2
ناسازگاری بنابراین است. سازگار S لذا است Σ2−درست ،S چون باشد. ناسازگار

بهطوریکه دارد وجود ∀v1∃v2A(v1, v2) درست Π2−جمله یک که است معنی این
S ⊢ ¬∀v1∃v2A(v1, v2)

اینصورت در اما
S ⊢ ∃v1∀v2¬A(v1, v2)

تناقض در S Σ2−درستی فرض با که است، نادرست Σ2−جمله یک ∃v1∀v2¬A(v1, v2) و
است.

نادرست Σ2−جمله یک یعنی، نباشد، Σ2−درست ،S و باشد سازگار STΠ2
کنید فرض :⇒

بهطوریکه دارد وجود ∃v1∀v2B(v1, v2)

S ⊢ ∃v1∀v2B(v1, v2)

بنابراین
STΠ2

⊢ ∃v1∀v2B(v1, v2)

خواهد درست Π2−جمله یک ∀v1∃v2¬B(v1, v2) است، نادرست ∃v1∀v2B(v1, v2) اینکه از
لذا بود.

STΠ2
⊢ ∀v1∃v2¬B(v1, v2)

بنابراین
STΠ2

⊢ ¬∃v1∀v2B(v1, v2)

است. Σ2−درست ،S بنابراین می�کند. نقض را فرض که است ناسازگار STΠ2
درنتیجه

یا و S ∪ {X} یا ،L(S) در X جمله هر برای آنگاه باشد 2−سازگار ،S اگر .۴.٢.۴ قضیه
میباشد. 2−سازگار ،S ∪ {¬X}
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1−سازگار ،S پس است 2−سازگار ،S چون .(٢٠٠۵ آوریل ٧ در کرایسل (توسط برهان.
حالت دو است. 1−سازگار S ∪ {¬X} یا و S ∪ {X} یا ،۴.١.۴ قضیه طبق نتیجه در و است
مطابق هستند S از 1−سازگار توسیعهای آنها دوی هر یا و یکی یا دهد: رخ است ممکن

می�کنیم: بررسی را مورد دو هر زیر

که میکنیم فرض مساله کلیت از کاستن بدون است: 1−سازگار آنها از یکی •

S ∪ {¬X} 1−ناسازگاری از هست. 1−ناسازگار ،S ∪ {¬X} و 1−سازگار ،S ∪ {X}

بهطوریکه دارد وجود B0(y) Σ0−فرمول یک

S ∪ {¬X} ⊢ ∃yB0(y) (١۴.۴)

،n ∈ ω هر برای و

S ∪ {¬X} ⊢ ¬B0(n̄) (١۵.۴)

مینامیم. ⋆ را مورد این
میکنیم: بررسی را S ∪ {¬X} ناسازگاری و سازگاری حالت دو حال

می�شود نتیجه (١۵.۴) و (١۴.۴) از باشد. سازگار S∪{¬X} که کنید فرض ابتدا –

است درست n ∈ ω هر ازای به ¬B0(n̄) پس است نادرست فرمولی ∃yB0(y) که
نشان .S ⊢ ¬B0(n̄) داریم n ∈ ω هر برای بودن Σ1−کامل طبق بنابراین و
Σ0−فرمول یعنی نباشد، چنین کنیم فرض است. 2−سازگار ،S ∪ {X} میدهیم

به�طوری�که دارد وجود A0(y, z)

S ∪ {X} ⊢ ∃y∀zA0(y, z)

،n ∈ ω هر برای و
S ∪ {X} ⊢ ∃z¬A0(n̄, z)

مینامیم. ⋆⋆ را مورد این
بنابراین میباشد، نیز Σ1−درست لذا است −سازگار 1 ،S ∪ {X} اینکه از
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.S ⊢ ¬∀zA0(n̄, z) ،S بودن Σ1−کامل طبق لذا است. درست ∃z¬A0(n̄, z)

بنابراین
S ⊢

(
¬∀zA0(n̄, z) ∧ ¬B0(n̄)

)
لذا و

S ⊢ ¬
(
∀zA0(n̄, z) ∨ B0(n̄)

)
نتیجه در و

S ⊢ ¬∀x
(
A0(n̄, x) ∨ B0(n̄)

)
داریم: ⋆⋆ و ⋆ طبق اما

S ⊢
(
∃y∀xA0(y, x) ∨ ∃yB0(y)

)
لذا و

S ⊢ ∃y∀x
(
A0(y, x) ∨ B0(y)

)
میکند. نقض را مساله فرض و میکند بیان را S بودن Σ2−ناسازگار این که

.S∪{X} = S بنابراین و S ⊢ X لذا باشد، ناسازگار S∪{¬X} که کنید فرض حال –

2−سازگار نیز S ∪ {X} که است بدیهی آنگاه باشد 2−سازگار ،S اگر نتیجه در
است.

S ∪ {¬X} و S ∪ {X} کنید فرض هستند: 1−سازگار دو هر S ∪ {¬X} و S ∪ {X} •

که هستند موجود B0(y, z) و A0(y, z) Σ0−فرمول�های یعنی باشند، 2−ناسازگار دو هر

S ∪ {X} ⊢ ∃y∀zA0(y, z) (١۶.۴)

S ∪ {X} ⊢ ¬∀zA0(n̄, z) n ∈ ω هر برای (١٧.۴)

S ∪ {¬X} ⊢ ∃y∀zB0(y, z) (١٨.۴)

S ∪ {¬X} ⊢ ¬∀zB0(n̄, z) n ∈ ω هر برای (١٩.۴)

داریم: S ⊢ (X ∨ ¬X) گرفتن نظر در با و (١٨.۴) و (١۶.۴) طبق حال
S ⊢

(
∃y∀zA0(y, z) ∨ ∃y∀zB0(y, z)

)
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همچنین و
S ⊢ ∃y∀u

(
A0(y, z) ∨ B0(y, u)

)
لذا هستند درست − Σ1 بنابراین و سازگار − 1 دو هر S ∪ {¬X} و S ∪ {X} چون
پس است Σ0−کامل ،S چون و هستند درست دو هر ¬∀zB0(n̄, z) و ¬∀zA0(n̄, z)

S ⊢ ¬∀zA0(n̄, z)

S ⊢ ¬∀zB0(n̄, z)

است: اثبات�پذیر نیز آنها عطفی ترکیب نتیجه در و
S ⊢ ¬∀zA0(n̄, z) ∧ ¬∀zB0(n̄, z)

بنابراین
S ⊢ ¬

(
∀zA0(n̄, z) ∨ ∀zB0(n̄, z)

)
پس

S ⊢ ¬∀u
(
A0(n̄, z) ∨ B0(n̄, u)

)
بنابراین است، تناقض در مساله فرض با که میباشد 2−ناسازگار ،S اینصورت در و

است. 2−سازگار ،S ∪ {¬X} یا S ∪ {X} از یکی حداقل

3−سازگاری ویژگی�های ٣.۴

،n = 1, 2 ازای به ،S Σ0−کامل شده�ی اصل�بندی نظریه هر برای که دیدیم .١.٣.۴ تذکر
سازگاری و S Σn−درستی ،S n−سازگاری

STΠn
:= S ∪ {α | است درست Πn−جمله یک α}

،S n−سازگاری مفاهیم بخشیدیم. محتوا 2−سازگاری و 1−سازگاری مفاهیم به و هستند معادل
می�دهند. رخ جداگانه طور به نیز n > 3 برای STΠn

سازگاری و S Σn−درستی
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نمیباشند. هم معادل Σ3−درستی و 3−سازگاری ویژگیهای .٢.٣.۴ قضیه

ساخته نظریه داشتن نظر در با پس میدهد، نتیجه را 3−سازگاری ω−سازگاری چون برهان.
تمام برهان نیست، Σ3−درست ولی هست 3−سازگار نظریه�ای که ،٨.٣.٣ گزاره در شده

می�شود.

نمیباشند. هم معادل STΠ3
سازگاری و S سیستم یک 3−سازگاری ویژگیهای .٣.٣.۴ قضیه

یک ¬K آنگاه باشد. ٨.٣.٣ گزاره در شده ساخته نادرست Σ3−جمله ،K کنید فرض برهان.
صورت این در که است درست Π3−جمله

PA ∪ {K} ∪ درست} Π3−جملات {تمام

است. 3−سازگار ،PA ∪ {K} حالیکه در میباشد ناسازگار

n−سازگاری و ω−سازگاری سازگاری، ۴.۴

مفهوم یک قضیه هر درستی فرض با مقایسه در ω−سازگاری شرط که گفت گودل وقتی
نحوی» حساب در «بیانشدنی آن معنی اگر میگفت درست دقیقا او هست، صوری» «کاملا
خالی حساب با متناهی حساب و باشد متناهی حساب در بیانشدنی آن معنی اگر اما باشد،
بیان قابل ω−سازگاری اینصورت در میشود، مشخص ٢(PRA) کراندار حساب یا سور از
1−سازگاری ω−سازگاری، سازگاری، مفاهیم بیان چگونگی به نگاهی بخش این نمیباشد.

میاندازد. نحوی حساب در 2−سازگاری و
میشود بیان ∀v0¬Prov(p0 = S(0)q, v0) Π1−جمله یک توسط سازگاری سازگاری: بیان

میباشد. Σ0−فرمول یک Prov(v1, v2) آن در که
وارد را ω−سازگاری تعریف ما که زمانی است، Π3 ω−سازگاری ویژگی ω−سازگاری: بیان
S ⊢ ∃v1F(v1) بهطوریکه ندارد وجود F(v1) مانند آزاد متغیر یک با «فرمولی میکنیم: حساب

٢Primitive recursive arithmetic
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Σ0 فرمول، هر برای گودل عددگذاری در موجود ویژگی .«S ⊢ ¬F(n̄) ،n ∈ ω هر برای و
ساختار یک اگروتنهااگر است فرمول یک F است: ظریف کمی مورد این گرچه است،
(شبیه Σ1−ویژگی یک این آن، با مواجهه در کند. تولید را آن که باشد موجود دنبالهای
طول روی محاسبهپذیر محدودیت یک اثباتپذیری برخلاف اگرچه میباشد. اثباتپذیری)
نه. یا هست چنان فرمول یک اینکه آزمایش برای محاسبهپذیر دارد؛ وجود دنبالهای ساختار
Fm1(n̄) بهطوریکه باشد کراندار) سور با فقط (یعنی Σ0−محمول یک Fm1(v0) کنید فرض
اینصورت در باشد. آزاد متغیر یک با فرمول یک گودل عدد n اگروتنهااگر است درست

کنیم: بیان زیر صورت به را ω−سازگاری میتوانیم

¬∃v0
(
Fm1(v0) ∧ ∃v1Prov(p∃v0q ∗ v0, v1) ∧ ∀v2∃v3Prov

(
s(v0, v2), v3

))
∀v0

(
Fm1(v0) → ¬

(
∃v1Prov(p∃v0q ∗ v0, v1) ∧ ∀v2∃v3Prov

(
s(v0, v2), v3

)))
∀v0

(
Fm1(v0) →

(
∀v1¬Prov(p∃v0q ∗ v0, v1) ∨ ∃v2∀v3¬Prov

(
s(v0, v2), v3

)))
∀v0

(
Fm1(v0) → ∃v2∀v3

(
¬Prov(p∃v0q ∗ v0, v1) ∨ ¬Prov

(
s(v0, v2), v3

)))
∀v0∃v2∀v1∀v3

(
Fm1(v0) →

(
¬Prov(p∃v0q ∗ v0, v1) ∨ ¬Prov

(
s(v0, v2), v3

)))
عدد با فرمولی آزاد متغیرهای همه جای به v جایگذاری با که است فرمولی s(v0, v) اینجا در

می�آید. به�دست v0 گودل
هر «برای گفتن به ،S سازگار نظریه یک −سازگاری 1 بیان برای −سازگاری: 1 بیان
بهطوریکه دارد وجود n ∈ ω طبیعی عدد آنگاه ،S ⊢ ∃v0F(v0) اگر ،F(v0) Σ0−فرمول

داریم. نیاز «S 0 ¬F(n̄)

،S سازگاری و F(v0) Σ0−فرمول درستی به توجه با ،S بودن Σ0−کامل ویژگی طبق اما
∃v0F(v0) برای (S (در اثبات یک اگر ،F(v0) Σ0−فرمول هر «برای با: است معادل این
می�باشد». موجود F(n̄) برای (S (در اثباتی بهطوریکه دارد وجود n ∈ ω آنگاه باشد موجود
اگروتنهااگر است درست Σ0Fm1(x) بهطوریکه باشد Σ0−فرمول یک Σ0Fm1(x) فرضکنید
1−سازگاری همان یا Σ1−درستی اینصورت در باشد. آزاد متغیر یک با Σ0−فرمول یک Ex
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شود: بیان زیر صورت به میتواند
∀v0∀v1

(
Σ0Fm1(x) ∧ Prov(p∃v0q ∗ v0, v1) → ∃v2∃v3Prov

(
s(v0, v2), v3

))
با است معادل که

∀v0∀v1∃v2∃v3
(

Σ0Fm1(x) ∧ Prov(p∃v0q ∗ v0, v1) → Prov
(
s(v0, v2), v3

))
قابل Π2−جمله یک توسط Σ0−کامل نظریه یک برای 1−سازگاری یا Σ1−درستی بنابراین

است. بیان
هر «برای که: هستیم این گفتن نیازمند ما 2−سازگاری بیان برای 2−سازگاری: بیان
بهطوریکه دارد وجود n طبیعی عدد آنگاه ،S ⊢ ∃v0∀v1F(v0, v1) اگر ،F(v0, v1) Σ0−فرمول

.«S 0 ¬∀v1F(n̄, v1)

معادله که آنجایی از است، ω−سازگاری برای شیوه همان به Π3−شرط یک این
S 0 ¬∀v1F(n̄, v1) ⇐⇒ S ⊢ ∀v1F(n̄, v1)

آنگاه بگیریم نظر در سازگار را S اگر ندارد. صحت
S ⊢ ∀v1F(n̄, v1) =⇒ S 0 ¬∀v1F(n̄, v1)

داریم: لذا نیست ω−سازگاری شامل سازگاری شرط چون اما
S 0 ¬∀v1F(n̄, v1) =⇒ S ⊢ ∀v1F(n̄, v1)

هست. Π1−کامل شرط یک که
F(v0) Σ0−فرمول ازای به نیاز مورد همارزی 1−سازگاری مورد در مقابل، در

S 0 ¬F(n̄) ⇐⇒ S ⊢ F(n̄)

توجیه برای استدلال (مانند است برقرار سازگاری و بودن Σ0−کامل طبق که می�باشد
بالا). در 1−سازگاری
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S ∪ {ConS} سازگاری ۵.۴

که چیزی از همچنان اما است، ω−سازگاری از ضعیف بسیار شرط یک 1−سازگاری اینکه با
S 0 ¬G برقراری برای کافی و لازم شرط یک S ∪ {ConS} سازگاری است. قویتر داریم لازم
ناتمامیت دوم قضیه از رابطه این و می�باشد S ⊢ (G ≡ ConS) رابطه از نتیجه�ای که است

می�شود: نتیجه

کنید فرض و باشد S دستگاه برای اثبات�پذیر محمول یک P(v1) کنید فرض .١.۵.۴ قضیه
که باشد جملهای X کنید فرض .S ⊢

(
G ↔ ¬P(pGq)

) بهطوریکه باشد S زبان در جمله یک G
اگروتنهااگر است سازگار S∪{ConS} اینصورت در شود. اطلاق ¬P(pGq) به ConS و S ⊢ ¬X

.S 0 ¬G

قضیه برهان طبق باشد. سازگار S ∪ {G} اگروتنهااگر S 0 ¬G گزارهای، منطق طبق برهان.
باشد. سازگار S∪{ConS} اگروتنهااگر S 0 ¬G بنابراین S ⊢ (G ≡ ConS) ناتمامیت دوم

1−سازگاری از ضعیفتر اکیدا S∪ {ConS} سازگاری دهیم نشان که مانده این فقط حال
ConS و میباشد معادل STΠ1

سازگاری با S 1−سازگاری ،٣.١.۴ قضیه طبق اولا است. S
اینکه برای برهانی مشاهدات این اما است. S سازگار نظریه هر برای درست Π1−جمله یک
ما نمیکند. ایجاد هست، S 1−سازگاری از ضعیفتر اکیدا S∪{ConS} سازگاری دهد نشان
باشد سازگار PA∪{ConPA} اگر بهطوریکه میکنیم برقرار S نظریه یک ایجاد با را نتیجه این

باشد. سازگار S ∪ {ConS} و 1−ناسازگار ،S آنگاه

PA+ اگر .S =df PA ∪ {¬ConPA+} و PA+ =df PA ∪ {ConPA} کنید فرض .٢.۵.۴ قضیه
است. سازگار S ∪ {ConS} و بوده 1−ناسازگار ،S آنگاه باشد سازگار

بنابراین است، درست Π1−جمله یک ConPA+ آنگاه باشد سازگار PA+ اگر الف: برهان.
است. 1−ناسازگار ،S ،٢.١.۴ قضیه طبق لذا است. نادرست Σ1−جمله یک ¬ConPA+

است. ناسازگار S ∪ {ConS} کنید فرض .١ ب:
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.S ⊢ ¬ConS گزارهای منطق طبق لذا .٢

بنابراین و PA ⊢ ConPA+ اگروتنهااگر است ناسازگار S مشابه، بهطور .٣

اگروتنهااگر میکند ثابت را S ناسازگاری S .۴
S ⊢ PrPA(pConPA+q)

اگروتنهااگر
PA ∪ {¬ConPA+} ⊢ PrPA(pConPA+q)

استنتاج، قضیه طبق اینصورت در .۵
PA ⊢

(
¬ConPA+ → PrPA(pConPA+q)

)
داریم: ۵ نقیض عکس طبق .۶

PA ⊢
(
¬PrPA(pConPA+q) → ConPA+

)
ناتمامیت، دوم قضیه حسابی�سازی با .٧

PA ⊢
(
ConPA → ¬PrPA(pConPAq)

)
سازگاری نتواند دیگر) نظریه هر (یا PA اگر که منطقی حقیقت این حسابیسازی با .٨
یک سازگاری نمیتواند که هست قویتر دلیل یک آن آنگاه کند اثبات را خودش

داشت: خواهیم کند، اثبات نیز را نظریه از توسیع
PA ⊢

(
¬PrPA(pConPAq)

)
→

(
¬PrPA(pCon(PA∪{ConPA}))

)
داریم: تعدی قاعده و ٨ ،٧ از .٩

PA ⊢
(
ConPA → ¬PrPA(pCon(PA∪{ConPA}))

)
داریم: تعدی قاعده و ٩ ،۶ از .١٠

PA ⊢ (ConPA → ConPA+)

داریم: استنتاج قاعده طبق حال .١١
PA ∪ {ConPA} ⊢ ConPA+
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یعنی این و
PA+ ⊢ ConPA+

که میشود نتیجه است سازگار PA ∪ {ConPA} =df PA
+ که فرض این طبق حال .١٢

PA+ 0 ConPA+

.PA+ برای ناتمامیت دوم قضیه یعنی

است. سازگار S∪{ConS} خلف برهان و ١٢ ،١١ ،١ به توجه با نهایت در .١٣

شرط میکند صدق گودل ناتمامیت دوم قضیه در که S سازگار سیستم برای .٣.۵.۴ نتیجه
است. S 1−سازگاری شرط از ضعیفتر اکیدا S ∪ {ConS} سازگاری

1−سازگار ،S اگر اینکه و است معادل STΠ1
سازگاری با S 1−سازگاری که آنجایی از برهان.

را S ∪ {ConS} سازگاری S 1−سازگاری لذا است درست Π1−جمله یک ConS آنگاه باشد
دوم قضیه در که S دستگاه هر برای که میدهد نشان ٢.۵.۴ قضیه طرفی، از می�دهد. نتیجه
بنابراین نمیدهد. نتیجه را S 1−سازگاری ،S ∪ {ConS} سازگاری میکند صدق ناتمامیت

است. S 1−سازگاری از ضعیف�تر اکیدا شرط یک S ∪ {ConS} سازگاری

اثبات اما است، کافی و لازم S 0 ¬G برای S ∪ {ConS} سازگاری چند هر .۴.۵.۴ تذکر
دوم نیمه از اثبات یک برای میآید. دست به ناتمامیت دوم قضیه طریق از آن بودن کافی
S 1−سازگاری از استفاده با اثبات ناتمامیت، دوم قضیه اثبات بدون ناتمامیت، اول قضیه

هست. ممکن راه بهترین
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