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္ ِاॐඟّ໌ْ૱ن ِاনඟّ໌࣓م যࡪْم ِا

ا৯دীهٔ پای  ਪی ೯دا ಪࣥواষند. ච໋اردن را او ِ ऑقّ ঈوতندگان، و ষند، ৯دا او േھای ॷدن ඟان ॷمار໋ و ৲ماষند او ਬࣥودن భ ।ੂࣨوران  را ਪی ೯دا ণپاس
وબف ଘ و ا॥ت ॰ฬدی ৎࡁජف او ൈબھای ျণگ. ୀ ग़ࡁ౮ජࢾش భیای ଘ رو ژرف ༜ࢁඟتِ ໆَرِ و ا॥ت، ျॻگ او তناساਪی راه భ ඵෑزگام
य़ھار భ را زඖن ඟ໌زهٔ ढอণඟ໕ھا با و ඳැراඅید، را باد رൕॐࢾش ଘو یا່ید، را خلاق दدر়ش ଘ রฬودی. ઍ࡙ख़وص زمای ଘ و জฬ࣊یدی، وमࢌ భ و ষభیاॠدی،

ইുید.
 ਗی دকم দواਘی و اঃࣇحان؛ از ୀآॠده ਟی آਵࣣغ ا৷مان، و اد روی از দواਤঘی ਟی േঙتا॥ت. و رد ৯دا اষبازی یൊتا॥ت، ೯دا  ਗی دকم দواਘی
ا॥ت ৗوری  وردگار. ع࢙م భ ඓࢻുه ້آی و ر، ৮دیدا িشاਪ ଡی با و کار، ଲآ دਣশی با ভࡶণජتاد را او او॥ت. ධෂஉر و او مد(ص)ندهٔ

່ماید. مُචم دॻࣱل و ࣵࡆّت با و ୁداید، دঀھا از دودฮی ඟَ໋دِ ห ࣅیان. و روଃن دਬࣥورীش و ່وزان، ا॥ت ඟ໖ای و رࣺشان،
م࢘ࢆوت از ਗی ඇඏ࣒م آه ا॥ت എࠝ࢟ت با ଦ و و؛ दدرت نار భ آن ୁرਛی ا॥ت، ඟ໕ُد ଦ و و؛ خࡲت از ਗی ඇඏ࣒م آه ا॥ت ୁرگ ଦ یا! ೯دا پاک
गھان. آن േھای نار భ ا॥ت ا৯دک ଦ و गھان؛ اଌن భ و ࢟ت ا॥ت ່اඵවر ଦ و و، سാࢸت از ا॥ت ৩ھان ما ୀ آه ୀاୀ ا॥ت ඵฬز ଦ و و،
از کار ൾফن  ່ما! ଥࣥوਵ ا॥ت آن భ ૼن گاری ശণر ه دا را دॿم و ৶ما ૼن ଘ را کارم صلاحِ ৣم، ৯دا را ণیدن راهِ یا భماৣم ऒود ०ش భ ඟ໋ا یا! ೯دا

.ଡ و অفاশھای از و ඓࣂࡣت তฬناه و راঘ࣒ماගশھای

තअرتعلی(ع) ່ماীشات از



:ଘ ৎقدم

ୀاభم، و ৮در پاک روان
ෙय़باৣم భما

جاৣم از ୃ୍ସ ঙࢡඥر و



೯دا نام
اॺْخاॽِقْ. ඟُْࢁพَী ॿَمْ اॿْࢠَخوق ඟُْࢁพَী ॿَمْ و

و است تابان روشن، روز چهره بر او قدرت آثار که احديت حضرت بارگاه ارزانͭ سپاس و حمد
را علم درهای و شناساند ما به را خویشتن که آفریدگاری درفشان. تار، شب دل در او حͺمت انوار
معرفت و علم طریق در را خویش ضعیف بنده بدان، تا فرمود عطا فرصتͬ و عمری و گشود ما بر
دکتر آقای جناب خود، راهنمای استاد دریغ بی زحمات از ͬ دانم م خود وظیفه ی آغاز در بیازماید.
راهنمایی های بدون قطعاً که نمایم قدردانͬ و تشͺر صمیمانه پـــــورمهــــر، صالحـــــͭ سعيـــــد

ͬ رسید. نم انجام به مجموعه این ایشان ارزنده ی
در و فرمودند تقبل را رساله این مشاوره ی و مطالعه زحمات که حومه ای دکترهژیر آقای جناب از

دارم. را امتنان کمال دادند، قرار راهنمایی مورد را اینجانب احسن نحو به رساله این سازی آماده
صرف و دقت نهایت با را رساله این داوری که عيـــــوضلــــــو جعفـــــرصــــادق دکتر آقای جناب از
ͷکم رساله اين تدوين در که سراجͬ پیام دکتر آقاى جناب از ͬ نمایم. م تشͺر دادند، انجام زیاد وقت
دارم. را تشͺر و قدردانͭ کمال تحصیلم دوران دوستان تمام از همچنين و نمودند اينجانب به شايانͭ
همچنين و فغفـــــــورى مرتضــــــͭ دکتر بخصوص گرامͬ اساتید تحصیلم، دوران دبیران ازکلیه
ریاضͬ علوم دانشͺده ی محترم کارکنان نیز و محض ریاضͬ مدیرگروه رنجبــــــرى اصغــــــر دکتر
را فراوانͬ زحمات اینجانب دانشͽاهͬ تحصیلات مدت در که تبریز دانشͽاه تکمیلͬ تحصیلات و

ͬ نمایم. م تشͺر شده اند، متحمل
کردند تحمل مرا تحصیل سال های رنج صبورانه که ͬ زنم م همسرم ومادر پدر و مادرم دستان بر بوسه

انشاالʓه. بود خواهد و بوده راهم روشنگر همیشه های شان واندرز
و شد سپری که بود سختͬ لحظه های التیام بخش وجودش که مهربانم همسر از سپاس و سپاس و

کرد. یاری راه این در مرا عاشقانه
سپاسͽزاری بوده اند، من مشوق و یار همواره مراحل تمامͬ در که خانواده ام اعضای کلیه از پایان در

ͬ کنم. م

થحای ৗෙय़وش
۱۳۹۴



مهرنوش نام: صحاحͬ دانشجو: خانوادگͬ نام

راسر و گودل ناتمامیت قضایای عنوان:

مهر پور صالحͬ سعید دکتر : راهنما استاد

حومئͬ هژیر : مشاور استاد

تبریز دانشͽاه منطق گرایش: محض ریاضͬ رشته: ارشد  کارشناسͬ تحصیلͬ: مقطع

۴۵ صفحات: تعداد ١٣٩۴ التحصیلͬ: فارغ تاریخ ریاضͬ علوم دانشͺده

قطری سازی. لم گودل، ناتمامیت قضایای واژه ها: کلید

چͺیده

ارایه آمده اند، دست به ١٩٩٠ دهه در که ناتمامیت قضایای از جدیدی اثبات های پایان نامه، این در
ͬ شود. نم استفاده مستقل جمله ͷی ساختن برای سازی قطری لم از آن ها در که به طوری  ͬ شود، م
دوم فصل در (ͬͺکوتلارس (توسط شده حسابی سازی تمامیت قضیه از استفاده بدون قضایا این اثبات
پارادوکس بر مبتنͬ که کیͺوچͬ توسط شده ارایه اثبات سوم فصل در شده اند، بررسͬ پایان نامه این
استفاده با ناتمامیت دوم قضیه برای ͬͺکوتلارس دیͽر اثبات چهارم فصل در و شده مطرح است، بِری

است. آمده (Busy Beaver) پˀرکار آبی س مسأله نظیر فرمول از



مطالب فهرست

٢ مقـدمـه

۴ مقدماتͬ مفاهیم ١

١٢ ناتمامیت قضیه برای دیͽری اثبات های ٢
١٣ . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . ناتمامیت دوم قضیه ٢ . ١
٢٢ . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . حسابی مراتب سلسله قضیه  ٢ . ٢

٢۵ بِری پارادوکس و ناتمامیت قضایای ٣
٢٧ . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . ناتمامیت قضایای ٣ . ١
٣٠ . . . . . . . . . . . . درستͬ تعریف ناپذیری درباره ͬͺتارس قضیه از اثباتͬ ٣ . ٢

٣٣ پˀرکار آبی س مسأله و ناتمامیت قضایای ۴

٣٧ مراجع

٣٩ انگلیسͬ به فارسͬ واژه نامه

۴٢ فارسͬ به انگلیسͬ واژه نامه

١



مقدمـه

به زودی کرد. اثبات ریاضیات ناتمامیت مورد در را مشهورش قضایای [۵] گودل١ ،١٩٣٠ سال در

از: عبارتند آنها از برخͬ که شدند پدیدار راستا این در دیͽر نتیجه چندین

.[۵] گودل ناتمامیت اول قضیه .١

.[۶] گودل ناتمامیت دوم قضیه .٢

.[١٩] راسر٢ قضیه .٣

.[۴] اول مرتبه منطق ناپذیری تصمیم درباره چرچ٣ قضیه .۴

.[٢١] درستͬ ناپذیری تعریف مورد در ۴ͬͺتارس قضیه .۵

.[١٧] و [١٢] حسابی مراتب سلسله قضیه .۶

.[٢٢] تورینگ ماشین های توقف مسأله ناپذیری تصمیم .٧

ریاضیات فرا سازی حسابی به که برد کار به  طبیعͬ اعداد روی را نحوی رمز گذاری نوعͬ گودل،

کارناپ۵، رادولف بعداً بود. آن اثبات ناپذیری کننده ادعا که ساخت جمله ای او سپس است. مشهور

صوری غیر جمله مشابه گودل، عبارت .[٧] و [٢٠] کرد استنباط گودل برهان از را قطری مشهور لم

برای داد. تغییر نیست» اثبات پذیر گزاره «این به را آن گودل حقیقت در بود. است» غلط جمله «این

حقیقت در کرد. استفاده است، معروف قطری لم نام به امروزه که فنͬ از گودل جمله، این ساختن

١K. Gödel
٢J.B. Rosser
٣A. Church
۴A. Tarski
۵R. Carnap

٢



٣ مقدمه

گودل قضایای برهان های از لم این حذف دشوار. و سخت آن تصور اما است، کوتاه قطری لم اثبات

پایان نامه این در ببینید. را [١۵ ،١١ ،١۴] و [١٣ ،١٠ ،٨] شد؛ ممͺن آن بعد و ١٩٩٠ دهه در تنها

داد: خواهیم ارایه را زیر موارد شده، تنظیم [١۵ ،١۶] مقاله های مبنای بر که

شده حسابی سازی تمامیت قضیه از آن در که ناتمامیت قضایای برای [١۵] ۶ͬͺکوتلارس اثبات .١

قطری سازی. لم از استفاده بدون حسابی مراتب سلسله قضیه از اثباتͬ همچنین و ͬ شود نم استفاده

جورج کار از بیشتر کیͺوچͬ کار است؛ بری پارادوکس اساس بر که [١٠] کیͺوچ٧ͬ اثبات .٢

است. گسترش قابل [١] بولوس٨

.(Busy Beaver) پˀرکار آبی س مشهور مسأله اساس بر [١٣] ͬͺکوتلارس اثبات .٣

۶H. Kotlarski
٧M. Kikuchi
٨G. Boolos



١ فصل

مقدماتͬ مفاهیم

۴



۵ مقدماتͬ مفاهیم .١ فصل

دوم، فصل در آن از استفاده با که ͬ شود م ارایه SatΣn(x, y) فرمول از دقیق تعریفͬ فصل این در

ͬ کنیم. م تعریف را TrΣn(x)

ها دنباله

است: زیر خواص دارای که ͬ گیریم م نظر در رابطه ای را (x)y = z

∀x, y∃!z [(x)y = z]

∀x, y [(x)y 6 x]

∀x∃y [(y)۰ = x]

∀x, y, z ∃w
[
∀i<z ((w)i = (y)i) ∧ (w)z = x

]
درستند. N در خواص این ͬͽهم و

.١ . ٠ . ١ تعریف

lh(x) = y ←→ (x)۰ = y

[x]y = z ←→ (y> lh(x) ∧ z = 0) ∨ (y<lh(x) ∧ (x)y+۱ = z)

x دنباله طول که حالͬ در ͬ شود م کدگذاری (x) عدد ͷی توسط [x]۰, . . . , [x]l−۱ دنباله هر بنابراین

∀x∃!y(lh(x) = y) فرمول های که کنید توجه .∀i<l (x)i+۱ = [x]i و است، (x)۰ = l برابر

هستند. بازگشتͬ توابع دو هر [x]y و lh(x) نیز و هستند، درست دو هر ∀x, y∃!z([x]y = z) و

شرط با z کوچͺترین ،x۰, . . . , xn−۱ و n ∈ N هر برای که است روشن خواص و تعریف این از

دارد. وجود ͬ شود، م کدگذاری آن توسط x۰, . . . , xn−۱ دنباله که lh(z) = n

n ∈ N هر برای .١ . ٠ . ٢ تعریف

[x۰, . . . , xn−۱] = z ←→ lh(z) = n ∧
∧∧
i<n

([z]i = xi)

∧ ∀w<z (lh(w) ̸= n ∨
∨∨
i<n

[w]i ̸= xi)



۶ مقدماتͬ مفاهیم .١ فصل

است. بازگشتͬ توابع از خانواده ͷی {⟨x۰, . . . , xn−۱⟩ 7→ [x۰, . . . , xn−۱] | n ∈ N}پس

عبارت .١ . ٠ . ٣ تعریف

x⌢ y = z

ͬ کند: م صدق زیر خاصیت در که است عددی کوچͺترین z که است مطلب این معادل

lh(z) = lh(x) + lh(y) ∧ [∀i<lh(x) ([z]i = [x]i)] ∧ [(∀j<lh(y) ([z]lh(x)+j = [y]j)]

دنباله کد x⌢y = z که ͬ کند م بیان تعریف این

[y]۰, [y]۱, . . . , [y]len(y)−۱ ،[x]۰, [x]۱, . . . , [x]len(x)−۱

است. بازگشتͬ تابع ͷی x 7→ x⌢y که کنید توجه است. lh(z) = lh(x) + lh(y) طول با

عبارت .۴ . ١ . ٠ تعریف

w = ⟨x � y⟩

که است عددی کوچͺترین w که است مطلب این با معادل

.lh(w) = y ∧ ∀i<lh(w) ([w]i = [x]i)

دنباله کد x اگر که، چنان

[x]۰, [x]۱, . . . , [x]lh(x)−۱

دنباله برای کد کوچͺترین w = ⟨x � y⟩ آنگاه باشد y6 lh(x) و

⟨[x]۰, [x]۱, . . . , [x]y−۱⟩

،i> lh(x) برای کردیم تعریف (چون آنگاه باشد y > lh(x) اگر که کنید توجه است. y طول با



٧ مقدماتͬ مفاهیم .١ فصل

y طول با [x]۰, [x]۱, . . . , [x]lh(x)−۱, 0, . . . , 0 دنباله برای کد کوچͺترین w = ⟨x � y⟩ ([x]i = 0

است.

دنباله برای کد کوچͺترین z<lh(x) که معنͬ بدین است x[y/z] بعدی، تعریف

⟨[x]۰, [x]۱, . . . , [x]z−۱, y, [x]z+۱, . . . , [x]lh(x)−۱⟩

است [x]۰, [x]۱, · · · , [x]lh(x)−۱, 0, . . . , 0, y دنباله برای کد کوچͺترین z > lh(x) اگر و است

دارد). z طول دنباله، که (درحالͬ

عبارت .۵ . ١ . ٠ تعریف

x[y/z] = w

که طوری به است عددی کوچͺترین w که است مطلب این با معادل

.lh(w) = max(lh(x), z +۱)∧ ∀i<lh(w)
[
(i = z → [w]i = y)∧ (i ̸= z → [w]i = [x]i)

]
است. بازگشتͬ تابع ͷی ⟨x, y, z⟩ 7→ x[y/z] و

+ ،LA = {+,×, S, 0, <} اول مرتبه زبان این در ͬ کنیم. م مشخص LA نماد با را حساب زبان

رابطه ای نماد ͷی < و ثابت نماد 0 موضعͬ، ͷی تابعͬ نماد ͷی S موضعͬ، دو تابعͬ نمادهای × و

داریم: را زیر تعریف ͬ باشد. م موضعͬ دو

برابر ،termseq(s) فرمول LA .۶ . ١ . ٠ تعریف

∀i<lh(s)



([s]i = p۰q)∨
([s]i = p۱q)∨
∃j6s

(
[s]i = pvjq

)
∨

∃j, k<i
[
[s]i = p([s]i + [s]k)q

]
∨

∃j, k<i
[
[s]i = p([s]i · [s]k)q

]





٨ مقدماتͬ مفاهیم .١ فصل

ͷی termseq(s) بنابراین ͬ نماید. م مشخص را ∃s termseq(s⌢[x]) فرمول LA ،term(x) و است

است. فرمول Σ۱ ͷی term(x) و فرمول ∆۱

برابر formseq(s) فرمول .١ . ٠ . ٧ تعریف

∀i<lh(s)



∃u, v6 i
[
term(u) ∧ ([s]i = p(u = v)q ∨ [s]i = p(u < v)q)

]
∨∃j, k<i

[
[s]i = p([s]j ∨ [s]k)q

]
∨∃j, k<i

[
[s]i = p([s]j ∧ [s]k)q

]
∨∃j<i

[
[s]i = p¬[s]jq

]
∨∃j<i ∃k6s

[
[s]i = p∃vk[s]jq ∨ [s]i = p∀vk[s]jq

]


است. ∃s formseq(s⌢ [x]) فرمول برابر form(x) و بوده،

برابر formseq∆0(s) فرمول .١ . ٠ . ٨ تعریف

∀i < lh(s)



∃u, v 6 s
[
term(u) ∧ term(v)

∧
(
[s]i = p(u = v)q ∨ [s]i = p(u < v)q

)]
∨∃j, k<i

[
[s]i = p([s]j ∨ [s]k)q ∨ [s]i = p([s]i ∨ [s]k)q

]
∨∃j<i ∃k, u 6 s

[
term(u) ∧ [s]i = p∃vk((vk < u) ∧ [s]j)q

]
∨∃j<i ∃k, u 6 s

[
term(u) ∧ [s]i = p∀vk(vk < u→ [s]j)q

]


دو هر formΣ۰(x), formΠ۰(x) است. ∃s formseq∆0(s

⌢ [x]) فرمول برابر form∆0(x) و بوده،

فرمول formseqΣn+۱ ،n ∈ N هر برای هستند. form∆0(x) فرمول برای دیͽر نمادهایی

∀i < lh(s)

[(
formseqΠn

([s]j) ∧ i = ۰
)
∨
(
i > ۰ ∧ ∃k 6 s([s]i = p∃vk[s]i−۱q)

)]
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فرمول formseqΠn+۱ و

∀i < lh(s)

[(
formseqΣn

([s]j) ∧ i = ۰
)
∨
(
i > ۰ ∧ ∃k 6 s([s]i = p∀vk[s]i−۱q)

)]

و ∃s formseqΣn+۱(s
⌢ [x])) فرمول های ترتیب به formΠn+۱(x) ،formΣn+۱(x) آخر در است.

هستند. ∃s formseqΠn+۱(s
⌢ [x]))

برابر valseq(y, s, t) فرمول .١ . ٠ . ٩ تعریف

termseq(s) ∧ [lh(t) = lh(s)]∧

∀i<lh(s)



([s]i = p0q ∧ [t]i = ۰)∨

([s]i = p1q ∧ [t]i = ۱)∨

∃j6s ([s]i = pvjq ∧ [t]j = [y]j)∨

∃j, k<i
(
[s]i = p([s]i + [s]k)q ∧ [t]i = [t]i + [t]k

)
∨

∃j, k<i
(
[s]i = p([s]i · [s]k)q ∧ [t]i = [t]i · [t]k

)


برابر val(x, y) = z فرمول و است

∃s, t
[
valseq(y, s⌢ [x], t⌢ [z]) ∨ (¬term(x) ∧ z = ۰)

]
ارزش z و بوده ترم ͷی گودل عدد x که است برقرار زمانͬ val(x, y) = z که معنͬ بدین است،

برای که کنید توجه .... و دارد را [y]۱ ارزش v۱ دارد، را [y]۰ ارزش v۰ متغییر که درحالͬ است ترم

تعریف خوش تابع ͷی val(x, y) که باشیم داشته انتظار ͬ توانیم م بنابراین .[yi] = ۰ ،i ≥ lh(y)

باشد.

برابر Satseq∆0(s, t) فرمول .١ . ٠ . ١٠ تعریف

formseq∆0(s)∧
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∀l < lh(t) ∃i, z, w ≤ t

[
[t]l = ⟨i, z, w⟩ ∧ i < lh(s) ∧ w ≤ ۱ ∧[

{∃u, u′ ≤ s
(
term(u) ∧ term(u

′
) ∧ [s]i = p(u = u

′
)q∧[

w = ۱↔ val(u, z) = val(u
′
, z)

])
}

∨ {∃u, u′ ≤ s
(
term(u) ∧ term(u

′
) ∧ [s]i = p(u < u

′
)q ∧(

w = ۱↔ val(u, z) < val(u
′
, z)

)))
}

∨ {∃j, k < i
(
[s]i = p([s]j ∧ [s]k)q ∧

∃l۱, l۲ < l ∃w۱, w۲ ≤ ۱
(
[t]l۱ = ⟨j, z, w۱⟩ ∧ [t]l۲ = ⟨k, z, w۲⟩

∧
(
w = ۱↔ w۱ = ۱ ∧ w۲ = ۱)

))
}

∨ {∃j, k < i
(
[s]i = p([s]j ∨ [s]k)q ∧

∃l۱, l۲ < l ∃w۱, w۲ ≤ ۱
(
[t]l۱ = ⟨j, z, w۱⟩ ∧ [t]l۲ = ⟨k, z, w۲⟩

∧
(
w = ۱↔ w۱ = ۱ ∨ w۲ = ۱)

))
}

∨ {∃j, i
(
[s]i = p¬[s]jq ∧

∃l۱ < l ∃w۱ ≤ ۱
(
[t]l۱ = ⟨j, z, w۱⟩ ∧

(
w = ۱↔ w۱ = ۰)

))
}

∨ {∃j < i ∃k, u ≤ s
(
term(u) ∧ [s]i = p∃vk

(
(vk < u) ∧ [s]j

)
q ∧

∀ r < val(u, z) ∃l۱ < l ∃w۱ ≤ ۱ ([t]l۱ = ⟨j, z[r/k], w۱⟩) ∧

∧
(
w = ۱↔ ∃r < val(u, z) ∃l۱ < l([t]l۱ = ⟨j, z[r/k],۱⟩)

))
}

∨ {∃j < i ∃k, u ≤ s
(
term(u) ∧ [s]i = p∀vk

(
vk < u→ [s]j

)
q ∧

∀ r < val(u, z) ∃l۱ < l ∃w۱ ≤ ۱ ([t]l۱ = ⟨j, z[r/k], w۱⟩)

∧
(
w = ۱↔ ∃r < val(u, z) ∃l۱ < l ([t]l۱ = ⟨j, z[r/k],۱⟩)

)))
}
]]

است: زیر فرمول برابر Sat∆0(x, y) و بوده

.∃s, t [Satseq∆0(s
⌢[x], z) ∧ ∃l < lh(t) ([t]l = ⟨lh(s), y,۱⟩)]

جایی شده گرفته نظر در ⟨i, z, w⟩ تایی سه از دنباله ای برای کد عنوان به t ،Satseq∆0(s, t) فرمول در

برای w = 0) است راستͬ ارزش ͷی w و است s توسط شده کد دنباله برای اندیسͬ i < lh(s) که
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[z]۰, [z]۱, · · · توسط v۰, v۱, · · · های متغییر که وقتͬ [s]i فرمول از درستͬ) wبرای = 1 و نادرستͬ

،Satseq∆0(s, t) پس هستند بازگشتͬ همه formseq∆0(s) و term(u) ،val(u, z) چون شده اند. تعبیر

است. فرمول Σ۱ ،Sat∆0(x, y) بنابراین و است فرمول ∆۱

از: است عبارت s, t determins Sat∆0(x, y) فرمول .١ . ٠ . ١١ تعریف

.Satseq∆0(s, t) ∧ ∃l<lh(t) ∃i<lh(s) ∃w ≤ ۱([s]i = x ∧ [t]l = ⟨i, y, w⟩)

ͬ شود: م تعریف زیر فرمول Σn+۱ توسط ،satΣn+۱(x, y)

formΣn+۱(x) ∧ ∃s, t [lh(t) = lh(s) > ۰ ∧ formseqΣn+۱(s) ∧ [s]lh(s)−۱ = x ∧

[t]lh(t)−۱ = y ∧ ∀i < lh(s)
(
i > ۰ −→

∃k ≤ s ∃z ≤ t ([s]i = p∃vk[s]i−۱q ∧ [t]i−۱ = [t]i[z/k])
)
∧ satΠn([s]۰, [t]۰)]

است: زیر فرمول Πn+۱ برابر ،satΠn+۱(x, y) و

formΠn+۱(x) ∧ ∀s, t
[(
lh(t) = lh(s) > ۰ ∧ formseqΠn+۱(s) ∧

[s]lh(s)−۱ = x ∧ [t]lh(t)−۱ = y ∧

∀i < lh(s)
(
i > ۰ −→ ∃k ≤ s ∃z ≤ t ([s]i = p∀vk[s]i−۱q ∧ [t]i−۱ = [t]i[z/k])

))
∧ satΣn([s]۰, [t]۰)

]
.

داریم: v۰, · · · , vn−۱ آزاد متغییرهای تنها با θ(v۰, . . . , vn−۱) فرمول ∆۰ هر برای .١ . ٠ . ١٢ قضیه

∀x۰, . . . , xn−۱, y [θ(v۰, . . . , vn−۱)↔ sat∆۰(pθ(v۰, . . . , vn−۱)q, [x۰, . . . , xn−۱] ⌢ y)]

داریم: ψ ∈ Πn و θ ∈ Σn هر برای مشابه به طور

∀x۰, . . . , xk−۱, y (satΣn(pθ(v۰, . . . , vk−۱)q, [x۰, . . . , xk−۱]⌢y)←→ θ(x۰, . . . , xk−۱))

∀x۰, . . . , xk−۱, y (satΠn(pψ(v۰, . . . , vk−۱)q, [x۰, . . . , xk−۱]⌢y)←→ ψ(x۰, . . . , xk−۱))

است. Πn‐فرمول ͷی ،satΠn(x, y) و Σn‐فرمول ͷی ،satΣn(x, y) ،n ≥ ۱ هر برای نیز و

دید. [٩] مرجع در ͬ توان م را بالا قضیه اثبات



٢ فصل

ناتمامیت قضیه برای دیͽری اثبات های

١٢
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بدون برهانͬ، نظریه  بیان به ناتمامیت دوم قضیه  برای [١۵] ١ͬͺکوتلارس اثبات فصل این در

قدیمͬ قضیه  برای جدیدی اثبات  همچنین ͬ شود. م ارایه شده، حسابی سازی تمامیت قضیه از استفاده

ͬ شود. م ارایه قطری سازی، لم از استفاده بدون حسابی، مراتب سلسله

ناتمامیت دوم قضیه ٢ . ١

با باشد. پئانو حساب شامل و حساب برای مقدماتͬ بازگشتͬ سازگار نظریه  ͷی T کنید فرض

:([٧ ،٣]) ͬ کنیم م شروع پذیری» اثبات «شرایط یادآوری

D۱. T ⊢ φ =⇒ T ⊢ PrT (pφq).

D۲. T ⊢ PrT (pφq) −→ PrT (pPrT (pφq)q).

D۳. T ⊢ PrT (pφq)&PrT (pφ→ ψq) −→ PrT (pψq).

که را آنچه است لازم همچنین است. برقرار استنتاج قاعده  هر برای D۳ مشابه شرط که کنید توجه

کنیم: بندی فرمول زیر صورت به ͬ شود م گفته T Σ۱‐تمامیت

.T ⊢ (∃bχ(b)) −→ PrT (p∃bχ(b)q) آنگاه باشد، فرمول ∆۰ ͷی χ اگر

فرمول Γ(x) کنید فرض ͬ کنیم. م خلاصه ConT (ϱ) صورت به را ¬PrT (¬ϱ) فرمول سهولت، برای

باشد: زیر

.(∀φ, u ≤ x)
(
φ ∈ ∆۰ →

[
PrT

(
∀w¬φ(u,w)

)
∨ ∃wPrT

(
φ(u,w)

)])
و φ, u ≤ x به ω‐تمامیت این اما است. T ω‐تمامیت برای صوری بیان ͷیΓ(x) رو این از

.n = s · · · s︸ ︷︷ ︸
nبار

(۰) دهید: قرار n ∈ N برای است. شده محدود φ ∈ ∆۰

١H. Kotlarski
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جایͽذاری های از دنباله ͷی φ۰(u۰, w), · · · , φr−۱(ur−۱, w) و a ∈ N کنید فرض .٢ . ١ . ١ لم

با را ∃wPrT
(
φi(ui, w)

)
و γ۰i با را PrT

(
∀w¬φi(ui, w)

)
باشد. φ ∈ ∆۰ و φ, u ≤ a با φ(u,w)

ͬ گیریم. م نظر در {⟨b۰, b۱, · · · , br−۱⟩|bi ∈ {۰,۱}} مجموعه را ۲r همچنین ͬ دهیم. م نشان γ۱i
مفروضات این با

.T ⊢ Γ(a) ≡
∨∨
b∈۲r

∧∧
i<r

γbii

داریم: مفروضات به توجه با برهان.

Γ(a) ≡
∧∧
i<r

∧∧
ui≤a

(γ۰i ∨ γ۱i ) ≡ (γ۰۰ ∨ γ۱۰) ∧ (γ۰۱ ∨ γ۱۱) ∧ · · · ∧ (γ۰r−۱ ∨ γ۱r−۱)

≡ (γ۰۰ ∧ γ۰۱ ∧ · · · ∧ γ۰r−۱) ∨ · · · ∨ (γbi۰ ∧ γ
bi
۱ ∧ · · · ∧ γ

bi
r−۱) ∨ · · · ∨ (γ۱۰ ∧ γ۱۱ ∧ · · · ∧ γ۱r−۱)

نوشت: ͬ توان م مناسب b ∈ ۲r گرفتن نظر در با پس .bi ∈ {۰,۱} آن در که

.Γ(a) ≡
∨∨
b∈۲r

∧∧
i<r

γbii

اثبات را زیر جمله T +ξ ،j ≤ r هر برای اینصورت در باشد. جمله Σ۱ ͷی ξ دهید قرار .٢ . ١ . ٢ لم

ͬ کند: م

.(∗)j (ξ ∧
∧∧
i<j

γ۰i ) ∨
∨∨
b∈۲j

ConT (ξ ∧
∧∧
i<j

γbii )

داشته اگر .j = ۱ دهید قرار ندارد. وجود اثبات برای چیزی j = ۰ برای :j روی استقرا با برهان.

در ͬ شود. م برقرار (∗)۱ فصلͬ ترکیب چپ قسمت آنگاه ،γ۰ یعنͬ ،PrT
(
∀w¬φ۰(u۰, w)

)
باشیم
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داریم: اینصورت غیر

ξ ∧ ¬PrT
(
∀w¬φ۰(u۰, w)

)
زیرا: است. ξ ∧ ConT (γ

۱
۰) همان که

.¬PrT
(
∀w¬φ۰(u۰, w)

)
≡ ¬PrT

(
¬
(
∃wφi(ui, w)

))
≡ ConT (γ

۱
۰)

ͬ شود. م برقرار (∗)۱ فصلͬ ترکیب راست قسمت حالت این در ͬ دهیم م نشان

زیرا: .PrT (ξ → ¬γ۱۰) داریم پس خلف)، (فرض ¬ConT (ξ ∧ γ۱۰) باشیم داشته اگر

.¬ConT (ξ ∧ γ۱۰) ≡ PrT (¬ξ ∨ ¬γ۱۰) ≡ PrT (ξ → ¬γ۱۰)

پذیری، اثبات Σ۱‐تمامیت طبق رو این از است، Σ۱ ،ξ واقع در که چون ،PrT (ξ) داریم همچنین

،¬ConT (γ۱۰) یعنͬ ،PrT (¬γ۱۰) داریم D۳ طبق پس ͬ کند. م اثبات پذیری اش بر دلالت ͬ اش، درست

است. تناقض که

کرده فرض را ξ ∧
∧∧

i<j γ
۰
i ابتدا ͬ کنیم. م اثبات را (∗)j+۱ درستͬ ،(∗)j برقراری فرض با حال

باشیم: داشته اگر حال ͬ دهیم. م نشان ξ′ با را آن و

PrT
(
∀w¬φj(uj, w)

)
داریم: اینصورت غیر در ͬ شود. م برقرار (∗)j+۱ فصلͬ ترکیب چپ قسمت آنگاه

ConT
(
∃wφj(uj, w)

)
اینصورت: غیر در زیرا .ConT (ξ′ ∧ γ۱j ) داشت: خواهیم اول گام مشابه دقیقا و

¬ConT (ξ′ ∧ γ۱j ) ≡ PrT (¬ξ′ ∨ ¬γ۱j ) ≡ PrT (ξ
′ → ¬γ۱j )
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بنابراین است. تناقض که ،¬ConT (γ۱j ) یعنͬ ،PrT (¬γ۱j ) داشت خواهیم D۳ طبق ،PrT (ξ′) از و

ͬ شود. م برقرار (∗)j+۱ فصلͬ ترکیب راست قسمت

ͬ گیریم. م نظر در را دلخواه b ∈ ۲j ͷی و کرده فرض را (∗)j فصلͬ ترکیب راست قسمت حال

داریم: را زیر حالت دو ͬ دهیم. م نشان ConT (ξ′) با را آن و ،ConT (ξ ∧
∧∧

i<j γ
bi
i ) داریم پس

غیر در زیرا .ConT
(
ξ′ ∧ ∀w¬φj(uj, w)

)
داریم: آنگاه ،PrT

(
ξ′ → ∀w¬φj(uj, w)

)
اگر .١

تناقض که ،¬ConT (ξ′) داشت خواهیم D۳ طبق پس .PrT
(
ξ′ → ¬∀w¬φj(uj, w)

)
این صورت

شاخه برای (∗)j+۱ فصلͬ ترکیب راست قسمت که ͬ شود م برقرار ConT (ξ′ ∧ γ۰j ) نتیجه در است.

است. ba⟨۰⟩

.ConT
(
ξ′ ∧ ∃wφj(uj, w)

)
داریم: آنگاه ،¬PrT

(
ξ′ → ∀w¬φj(uj, w)

)
اگر .٢

اینصورت: غیر در زیرا

¬ConT
(
ξ′ ∧ ∃wφj(uj, w)

)
≡ PrT

(
¬ξ′ ∨ ¬∃wφj(uj, w)

)
≡ PrT

(
ξ′ → ¬∃wφj(uj, w)

)
≡ PrT

(
∃wφj(uj, w)→ ¬ξ′

)
داریم را PrT (¬ξ′) ،D۳ طبق پس .PrT

(
∃wφj(uj, w)

)
پذیری، اثبات Σ۱‐تمامیت طبق طرفͬ از و

فصلͬ ترکیب راست قسمت و ConT (ξ
′ ∧ γ۱j ) داریم: پس است. تناقض و ¬ConT (ξ′) همان که

ͬ شود. م برقرار ba⟨۱⟩ شاخه با (∗)j+۱

کرد: بیان ͬ توان م نیز زیر صورت به را ٢ . ١ . ٢ لم حقیقت در

،٢ . ١ . ٢ لم گذاری نماد با .٢ . ١ . ٣ لم

.T + ξ ⊢ Γ(a) ∨ ConT
(
ξ ∧ Γ(a)

)
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داریم: ٢ . ١ . ٢ لم طبق برهان.

.T + ξ ⊢ (ξ ∧
∧∧
i<j

γ۰i ) ∨
∨∨
b∈۲j

ConT (ξ ∧
∧∧
i<j

γbii )

ͬ کنیم: م استدلال اینگونه T + ξ در

اگر

ξ ∧
∧∧
i<j

γ۰i

نتیجه در .
∧∧

i<j γ
۰
i آنگاه

.
∨∨
b∈۲j

∧∧
i<j

γbii

داریم: ٢ . ١ . ١ لم طبق پس

.(∗) Γ(a)

اگر ∨∨حال
b∈۲j

ConT (ξ ∧
∧∧
i<j

γbii )

آنگاه

.ConT
(∨∨

b∈۲j

(ξ ∧
∧∧
i<j

γbii )
)

نتیجه در

.ConT (ξ ∧
∨∨
b∈۲j

∧∧
i<j

γbii )

داریم ٢ . ١ . ١ لم طبق پس

.(∗∗) ConT
(
ξ ∧ Γ(a)

)



١٨ ناتمامیت قضیه برای دیͽری اثبات های .٢ فصل

ͬ شود م نتیجه (∗∗) و (∗) از حال

.Γ(a) ∨ ConT
(
ξ ∧ Γ(a)

)

داریم: را ناتمامیت قضیه  برای اصلͬ لم زیر در

،a ≥ c شرط با a ∈ N هر برای طوری که به  دارد وجود c = c(T ) طبیعͬ عدد .۴ . ٢ . ١ لم

.T + Γ(a) ⊢ ¬ConT

متغیر با Γ(x) فرمول وجودی سور کردن کران دار از که باشد فرمولͬ Ψ(x, y) کنید فرض برهان.

باشد: آمده دست به y جدید

.(∀φ, u ≤ x)
(
φ ∈ ∆۰ →

[
PrT

(
∀w¬φ(u,w)

)
∨ (∃w < y)PrT

(
φ(u,w)

)])

داریم a ∈ N هر برای که کنیم مشاهده باید کنیم، کار ضعیف تر نظریه های در بخواهیم اگر

فرمول متناهͬ تعدادی تنها ،a ∈ N برای حقیقت در .T ⊢ Γ(a)→ ∃yΨ(a, y)

باید شده، داده a برای که چون دارد وجود گرفتن نظر در برای φ۰(u۰, w), · · · , φr−۱(ur−۱, w)  

در و φ, u = a تا φ, u = ۰ داریم ،φ, u ≤ a به توجه با ،aبرای واقع در .r ≤ (a+۱)۲ باشیم داشته

(a+۱)۲ حداکثر ،φi(ui, w) فرمول های تعداد پس است. تا a+۱ حداکثر هرکدام تعداد اینصورت

∃zH(x, y, z) صورت به را Ψ(x, y) پس است. فرمول Σ۱ ͷی ،Ψ(x, y) که کنید توجه است.

نوشت: نیز زیر صورت به را فرمول این ͬ توان م .H ∈ ∆۰ که نوشت ͬ توان م

.G(x, α) ≡ Seq(α) ∧ (lh(α) = ۲) ∧H(x, α۰, α۱)

کنید فرض برعکس دارد. را لم در شده بیان خاصیت c که ͬ کنیم م ادعا .c = pG(x, y)q دهید قرار

داشت: خواهیم کنیم، فرض را Γ(a) اگر .a ≥ c که بͽیرید طوری را a ∈ N و ،ConT باشیم داشته



١٩ ناتمامیت قضیه برای دیͽری اثبات های .٢ فصل

(١) ∃bΨ(a, b).

پس ،∃zH(a, b, z) ͬ شود م نتیجه Ψ(a, b) از

(٢) ∃αG(a, α).

Ψ(a, b′′) در را u = a و φ = G(x, α) ͬ کنیم. م انتخاب را (٢) در α′′ = ⟨b′′, z′′⟩ کوچͺترین

داریم: اینصورت در ͬ کنیم. م جایͽزین

(٣) PrT
(
∀α¬G(a, α)

)
∨ (∃α′ < b′′)PrT

(
G(a, α′)

)
.

،ConT طبق بنابراین ،PrT
(
∃αG(a, α)

)
داریم T پذیری اثبات Σ۱‐تمامیت و ∃αG(a, α) طبق

از ͬ توانیم م یعنͬ است. برقرار آن راست قسمت پس ͬ شود. م رد (٣) فصلͬ ترکیب چپ قسمت

که: بͽیریم نتیجه ConT

(۴) (∃α′ < b′′)PrT
(
G(a, α′)

)
.

داریم: پس

(۵) (∃α′ < b′′)G(a, α′).

داشت: خواهیم پذیری اثبات ‐تمامیت Σ۱ طبق آنگاه باشد، نادرست (۵) اگر چون

(۶) PrT
(
(∀α′ < b′′¬G(a, α′)

)
.

داریم: مقدم وضع قاعده برای) پذیری اثبات (شرایط و (۴) از اما

(٧) PrT
(
(∃α′ < b′′)G(a, α′)

)
.

ͬ گیریم م نتیجه (۵) از فوراً باشیم. داشته را ConT ͬ توانیم نم آنگاه باشد، نادرست (۵) اگر پس

این با باشد. (٢) در عنصر کوچͺترین ͬ تواند نم α′′ که ͬ دهد م نشان این و (∃α′ < α′′)G(a, α′)

ͬ شود. م تمام اثبات تناقض

نتیجه را گودل ناتمامیت قضیه  دومین شده صوری شͺل فوراً بالا در ۴ . ٢ . ١ و ٢ . ١ . ٣ لم های

ͬ دهند. م



٢٠ ناتمامیت قضیه برای دیͽری اثبات های .٢ فصل

آنگاه باشد، جمله Σ۱ ͷی ξ اگر واقع در .T ⊢ ConT → ¬PrT (ConT ) .۵ . ٢ . ١ قضیه

.T ⊢ (ξ ∧ ConT )→ ¬PrT (ξ → ConT )

داریم ٢ . ١ . ٣ لم طبق برهان.

.T + ξ ⊢ Γ(a) ∨ ConT
(
ξ ∧ Γ(a)

)
داریم ۴ . ٢ . ١ لم طبق پس

.T + ξ ⊢ ¬ConT ∨ ConT
(
ξ ∧ ¬ConT

)
نتیجه در

.T ⊢ ξ −→ ¬ConT ∨ ConT (ξ ∧ ¬ConT )

پس

.T ⊢ ¬ξ ∨ ¬ConT ∨ ConT (ξ ∧ ¬ConT )

داریم اینصورت در

T ⊢ ¬(ξ ∧ ConT ) ∨ ConT (ξ ∧ ¬ConT )

همان که

T ⊢ (ξ ∧ ConT )→ ¬PrT (ξ → ConT )

است.

واقع، در ͬ شود. م نتیجه ۵ . ٢ . ١ قضیه  از ناتمامیت دوم قضیه  معمول صورت که کرد توجه باید

داریم بالا قضیه از اما .T ⊢ PrT (ConT ) باید D۲ طبق ،T ⊢ ConT و باشد سازگار T اگر

داریم: رو این از ͬ شود. م ناسازگار T و T ⊢ ¬PrT (ConT )

ͬ کند. نم اثبات را ConT ،T آنگاه باشد سازگار T اگر .۶ . ٢ . ١ نتیجه



٢١ ناتمامیت قضیه برای دیͽری اثبات های .٢ فصل

،T «اگر ͬ کند: م اثبات نیز را گودل ناتمامیت اول قضیه  از زیر شده  صوری بیان T علاوه، به

است». ناتمام آنگاه باشد، ω‐سازگار ها ۰∆‐فرمول به نسبت

اگر ͬ کند: م اثبات را زیر استلزام ،T نظریه .٢ . ١ . ٧ قضیه

(∀φ, u)
((
φ ∈ ∆۰ ∧ ∀wPrT (¬φ(u,w))

)
→ ¬PrT (∃xφ(u, x))

)

آنگاه

.(∃φ ∈ ∆۰)∃u
(
¬PrT

(
∃xφ(u, x)

)
∧ ¬PrT

(
¬∃xφ(u, x)

))
w ̸= w فرمول جایͽذاری (با ͬ دهد م نتیجه را ConT استلزام، فرض که کنید توجه ابتدا برهان.

ͬ کنیم م ثابت داشتیم. ۴ . ٢ . ١ لم اثبات در که باشند همانهایی a و G(x, α) کنید فرض .(φ بجای

،G(a, w) اگر داریم: و است، ∆۰ فرمول ͷی ،G(x, α) حقیقت در :T ⊢ ∀wPrT
(
¬G(a, w)

)
که

در ،¬PrT
(
¬G(a, w)

)
اگر پس .PrT

(
¬G(a, w)

)
آنگاه ،¬G(a, w) اگر و PrT (G(a, w)) آنگاه

نتیجه ConT بردن کار به با و ͬ شود، م برقرار PrT
(
G(a, w)

)
نتیجه در و G(a, w) داریم اینصورت

.¬ConT داریم ۴ . ٢ . ١ لم برهان طبق و ∃wG(a, w) پس ،G(a, w) ͬ گیریم م

زیرا .¬PrT (¬ConT ) پس ¬PrT
(
Γ(a)

)
یعنͬ ¬PrT

(
∃wG(a, w)

)
داریم استلزام فرض طبق

در ͬ شود. م نتیجه فرمول هر اثبات پذیری ناسازگاری، از واقع در .¬ConT → Γ(a) داریم روشنͬ به

است. معادل ¬PrT
(
Γ(a)

)
→ ¬PrT (¬ConT ) با که PrT (¬Con)→ PrT

(
Γ(a)

)
داریم اینصورت

چون واقع در ͬ شود. م تمام اثبات و ¬PrT (ConT ) داریم ۵ . ٢ . ١ قضیه  طبق دیͽر طرف از همچنین،

و است φ ∈ ∆۰ آن در که نوشت ∃xφ بصورت را آن ͬ توان م پس است، Σ۱ فرمول ͷی ،¬ConT
ͬ رسیم. م تناقض به φ گرفتن نظر در با

ͬ دانیم، م طوری که به است. ناتمام آنگاه باشد، درست استاندارد مدل در T اگر که این نتیجه

نیست. نیاز مورد اینجا راسر، قضیه  طبق باشد، درست استاندارد مدل در T اینکه فرض



٢٢ ناتمامیت قضیه برای دیͽری اثبات های .٢ فصل

حسابی مراتب سلسله قضیه  ٢ . ٢

باشد: زیر فرمول Φn(x, y) کنید فرض

.(∀φ, u ≤ x)
((
φ ∈ Σn ∧ ∃wTrΣn

(
φ(u,w)

))
→ (∃v < y)TrΣn

(
φ(u, v)

))

TrΣn(x) ≡ ∃y SatΣn(x, y) حقیقت در فرمول هاست. Σn برای درستͬ محمول TrΣn اینجا در

[١٣] در فرمول این و ،Tr∆۰(x) ≡ ∃y Sat∆۰(x, y) داریم n = ۰ برای .(١ . ٠ . ١١ تعریف (در

است. داشته متفاوت کمͬ نمایش [٩] در و است شده استفاده

باشد. پئانو حساب شامل و حساب برای مقدماتͬ بازگشتͬ نظریه  ͷی T کنید فرض .٢ . ٢ . ١ قضیه

نیست. H با ارز هم TrΣn که ͬ کند م اثبات T آنگاه باشد، فرمول Πn ͷی H و n > ۰ اگر

فرض پس نیست. فرمولͬ Σn هیچ با ارز هم Φn(x, y) که ͬ کند م اثبات T که ͬ کنیم م ادعا برهان.

در ما باشد. برقرار H فرمول Σn برای Φn(x, y) ≡ H(x, y) خلف) (فرض کنید

T + ∀x, y
(
Φn(x, y) ≡ H(x, y)

)
ͬ دهیم: م نشان ابتدا ͬ کنیم. م استدلال

.(∗) ∀x ∃y H(x, y)

ͬ کنیم: م اثبات را (∗) ،x روی استقرا با

است. φn کد ،n آن در که ͬ دهیم م نشان φ۰, φ۱, · · · , φn, · · · با را فرمول ها لیست

ͬ شود: م برقرار H(۰, y) زیر، صورت به y انتخاب با ،x = ۰ برای حال

.y =

 w if φ۰ ∈ Σn ∧ ∃wTrΣn

(
φ(۰, w)

)
b if φ۰ /∈ Σn ∨ ∀w¬TrΣn

(
φ(۰, w)

)



٢٣ ناتمامیت قضیه برای دیͽری اثبات های .٢ فصل

باشد برقرار حͺم ،x = α برای کنید فرض حال باشد. ͬ تواند م دلخواهͬ عدد هر ،b ∈ N آن در که

را زیر حالت چهار .∃zH(α + ۱, z) داریم: x = α + ۱ برای ͬ دهیم م نشان .∃yH(α, y) یعنͬ

داریم:

.φ, u 6 α .١

.z = y ͬ دهیم م قرار استقرا فرض به بنا حالت این در

.φ = α + ۱, u 6 α .٢

که باشند چنان w۰, w۱, · · · , wr−۱ عناصر کنید فرض

φα+۱(۰, w۰), · · · , φα+۱(ur−۱, wr−۱)

φα+۱ ∈ Σn ،u ≤ α شرایط با φ(u,w) جایͽذاری های تمام دنباله 

ͬ دهیم: م قرار اینصورت در باشد. TrΣn

(
φα+۱(ui, wi)

)
و

.z = max{w۰, w۱, · · · , wr−۱}+ ۱

.φ ≤ α, u = α + ۱ .٣

که باشند چنان w۰, w۱, · · · , wr−۱ عناصر کنید فرض نیز حالت این در

φ۰(α + ۱, w۰), · · · , φr−۱(α + ۱, wr−۱)

φi ∈ Σn ،u = α + ۱, φ ≤ α شرایط با φ(u,w) جایͽذاری های تمام دنباله 

ͬ دهیم: م قرار نیز اینصورت در باشد. TrΣn

(
φi(α + ۱, wi)

)
و

.z = max{w۰, w۱, · · · , wr−۱}+ ۱

.φ = α+ ۱, u = α + ۱ .۴



٢۴ ناتمامیت قضیه برای دیͽری اثبات های .٢ فصل

باشیم: داشته اگر حالت این در

φα+۱ ∈ Σn ∧ ∃wTrΣn

(
φα+۱(α + ۱, w)

)
اثبات (∗) بدینصورت و ͬ گیریم م y برابر را z اینصورت غیر در و ،z = w + ۱ ͬ دهیم: م قرار آنگاه

ͬ شود. م

بͽیرید. ثابت را b کوچͺترین است. برقرار ∃bH(a, b) بنابراین .a = pH(x, y)q ͬ دهیم م قرار حال

w < b که ͬ گیریم م نتیجه (Φn(a, b) (یعنͬ H(a, b) طبق و ͬ کنیم م جایͽزین Φn در را φ = u = a

این از است. b بودن کمینه با متناقض این است. برقرار TrΣn

(
H(a, w)

)
که دارد وجود چنان

فرمول اینکه نتیجه است. پذیر اثبات T در ¬(Φn ≡ H) درنتیجه و شده باطل خلف فرض رو

پس است. ارز هم TrΣn

(
∃wφ(u,w)

)
با اما نیست. فرمول Πn هیچ با ارز هم ∃wTrΣn

(
φ(u,w)

)
باشد. ارز هم فرمولͬ Πn هیچ با ͬ تواند نم هم TrΣn

ͬ کند؛ م تصدیق را حساب ناپذیری تصمیم نیز استدلال این معمول طبق

نیست. بازگشتͬ ،PrPA فرمول توسط شده توصیف طبیعͬ اعداد مجموعه  .٢ . ٢ . ٢ نتیجه

،∃wTr∆۰

(
φ(u,w)

)
فرمول توسط شده توصیف ،N مجموعه  زیر ،٢ . ٢ . ١ قضیه ی طبق برهان.

است بازگشتͬ قضایا همه مجموعه اراکل با مجموعه این وضوح به اما نیست. (∆۱ (یعنͬ بازگشتͬ

باشد. بازگشتͬ ͬ تواند نم PA قضایای همه مجموعه پس نظریه). بودن ‐کامل Σ۱ (بخاطر



٣ فصل

بِری پارادوکس و ناتمامیت قضایای

٢۵



٢۶ بِری پارادوکس و ناتمامیت قضایای .٣ فصل

مرور را تاریخͬ نکته چند آن ارایه از قبل اما ͬ کنیم، م بیان را [١٠] کیͺوچ١ͬ اثبات فصل این در

فردی اولین [٢٣] ۇپِنکا٣ ͬ دانیم، م که جایی تا است. بِری٢ پارادوکس اساس بر اثبات این ͬ کنیم: م

مقاله اش اگرچه کند، تبدیل ناتمامیت دوم قضیه برای اثباتͬ به را پارادوکس این توانست که بود

است. [١] بولوس۴ کار از گسترشͬ کیͺوچͬ اثبات نشد. واقع توجه مورد

با فرمول ͷی در موجود نمادهای تعداد شمردن جای به ͬ کنیم. م مطرح را کیͺوچͬ اثبات ابتدا

سازگار نظریه ͷی را T ͬ کنیم. م کار پارامتر با فرمول های با همچنین ͬ کنیم. م کار آن گودل عدد

ͬ گیریم. م نظر در پئانو حساب شامل و حساب برای مقدماتͬ بازگشتͬ

باشیم: داشته اگر ͬ کند م تعریف T در را d ∈ N عنصر ،u ∈ N پارامتر با φ فرمول ͷی گوییم

حداکثر φ, u زوج هر است، سازگار T فرض طبق چون که کنید توجه .T ⊢ φ(u, d)∧∃!xφ(u, x)

φ, u ≤ a با عدد (a+۱)۲ حداکثر a طبیعͬ عدد هر برای اینصورت در ͬ کنند. م تعریف را d عدد ͷی

است: زیر بصورت مفهوم این نظیر فرمول ͬ شوند. م تعریف

PrT
(
φ(u, d) ∧ ∃!xφ(u, x)

)
Ber(x, y) ͬ کنیم م فرض همچنین شد. خواهد داده نشان Nam(pφq, u, d) نماد با پس این از که

باشد: زیر بصورت فرمولͬ

.∀φ, u ≤ x¬Nam(pφq, u, y) ∧ ∀z < y ∃φ, u ≤ xNam(pφq, u, z)

و کند تعریف را y عدد ͬ تواند نم φ, u ≤ x شرط با φ(u, .) فرمول هیچ که: ͬ کند م بیان Ber(x, y)

ͬ آید. م Berry پارادوکس از Ber نماد است. کوچͺترین ویژگͬ این با y چنین

١M. Kikuchi
٢Berry’s paradox
٣Vopěnka
۴G. Boolos



٢٧ بِری پارادوکس و ناتمامیت قضایای .٣ فصل

ناتمامیت قضایای ٣ . ١

ناتمامیت: دوم قضیه .٣ . ١ . ١ قضیه

.T 0 ConT یعنͬ ͬ کند، م ارضا را ¬ConT که است مدلͬ دارای T نظریه اول) (صورت .١

.T + ConT ⊢ ¬PrT (ConT ) دوم) (صورت .٢

ͬ شود. م اثبات ناتمامیت دوم قضیه صورت دو هر زیر برهان در

سادگͬ برای و a = pBer(x, y)q همچنین باشند، بالا همانند Ber و Nam ͬ کنیم م فرض برهان.

ͬ دهیم: م نشان حال ͬ گیریم. م نظر در را e = (a+ ۱)۲

.T ⊢ ConT ←→ ∃b ≤ eBer(a, b) (۱)

داریم: Ber(a, b) تعریف از باشد. موجود b چنان کنیم اثبات←فرض برای

،¬PrT
(
φ(u, b) ∧ ∃!xφ(u, x)

)
داریم: ¬Nam(pφq, u, b) از و ،∀φ, u ≤ a¬Nam(pφq, u, b)

T اگر چون ͬ دهد، م نتیجه را ConT این و T 0 α که به طوری دارد وجود α مثل گزاره ای نتیجه در

کرده فرض را ConT اگر ،(→) برعکس اثبات برای ͬ کند. م ثابت را چیزی هر آنگاه باشد ناسازگار

داریم: اینصورت در بͽیریم، خلف فرض را ∀b ≤ e¬Ber(a, b) و

∀b ≤ e¬Ber(a, b) ≡ ∀b ≤ e
(
∃φ, u ≤ aNam(pφq, u, b)

∨ ∃z < b ∀φ, u ≤ a¬Nam(pφq, u, z)
)

شرط با φ(u, .) جایͽذاری  های همه دنباله  φ۰(u۰, .), · · · , φr−۱(ur−۱, .) کنید فرض

و γ۰i با را ∃φi, ui ≤ aNam(pφiq, u, bi) باشد. r = e = (a+ ۱)۲ و φ, u ≤ a

داریم: اینصورت در ͬ دهیم. م نشان γ۱i با را ∃z < bi ∀φ, u ≤ a¬Nam(pφq, u, z)

∀b ≤ e¬Ber(a, b) ≡
∧∧
i<r

∧∧
ui≤a

(γ۰i ∨ γ۱i ) ≡ (γ۰۰ ∨ γ۱۰) ∧ (γ۰۱ ∨ γ۱۱) ∧ · · · ∧ (γ۰r−۱ ∨ γ۱r−۱)
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≡ (γ۰۰ ∧ γ۰۱ ∧ · · · ∧ γ۰r−۱) ∨ · · · ∨ (γbi۰ ∧ γ
bi
۱ ∧ · · · ∧ γ

bi
r−۱) ∨ · · · ∨ (γ۱۰ ∧ γ۱۱ ∧ · · · ∧ γ۱r−۱)

(γ۰۰ ∧ γ۰۱ ∧ · · · ∧ γ۰r−۱) اگر ͬ کنیم: م استدلال اینگونه T + ConT در حال .bi ∈ {۰,۱} آن در که

را عنصر ͷی حداکثر φ, u زوج هر سازگاری طبق چون اینصورت در ،(γ۱۰ ∧ γ۱۱ ∧ · · · ∧ γ۱r−۱) یا

اگر حال .e = (a+ ۱)۲ > a چون است، تناقض این و e = a داریم ͬ کنند، م تعریف

(∗) (γbi۰ ∧ γ
bi
۱ ∧ · · · ∧ γ

bi
r−۱)

مجموعه B = {j۱, · · · , jm} و γ۰ اندیس های همه مجموعه A = {i۱, · · · , in} و باشیم داشته را

و s = minA ͬ دهیم م قرار اینصورت در ،m + n = r که به گونه ای باشند (∗) در γ۱ اندیس های

ͬ گیریم: م نظر در را زیر حالت دو و t = minB

عضوی z بنابراین ∃z < bt ∀φ, u ≤ a¬Nam(pφq, u, z) داریم γ۱t طبق اینصورت در .s < t .١

تناقض و ∃φi, ui ≤ aNam(pφiq, u, z) داریم: آن برای که ͬ باشد م {bi۱ , · · · , bin} مجموعه از

ͬ آید. م پیش

داریم t < s چون و ∃z < bt ∀φ, u ≤ a¬Nam(pφq, u, z) داریم γ۱t طبق اینصورت در .t < s .٢

این و داریم نیز را γ۰s طرفͬ از است. برقرار هم γ۱s یعنͬ ∃z < bs ∀φ, u ≤ a¬Nam(pφq, u, z)

است. تناقض

طبق پس .T ⊢ ConT که ͬ گیریم م خلف فرض هم باز T 0 ConT اثبات برای شد. ثابت (١) پس

داریم: اینصورت در ͬ گیریم. م نظر در ثابت را b چنان .∃b ≤ eBer(a, b) داریم (۱)

.∀φ, u ≤ a¬Nam(pφq, u, b) ∧ ∀z < b ∃φ, u ≤ aNam(pφq, u, z) (∗)

اثبات پذیری شرایط طبق و داریم را PrT
(
∃xBer(a, x)

)
پس ͬ کنیم. م فرض را PrT

(
Ber(a, b)

)
حال

کردیم فرض قبلا́ چون طرفͬ از ͬ دهد. م نتیجه را Nam(Ber, a, b) که PrT
(
∃!xBer(a, x)

)
داریم

عطفͬ، ترکیب چپ قسمت طبق ،(∗) در φ = Ber, u = a دادن قرار با پس ،pBer(x, y)q = a

T + ConT در که دادیم نشان اینجا تا پس است. تناقض که ͬ گیریم م نتیجه را ¬Nam(Ber, a, b)
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داریم: b این برای بعلاوه داریم. را ¬PrT
(
Ber(a, b)

)
و Ber(a, b) که به طوری دارد وجود b عدد

. ∀c < b∃φ, u ≤ aNam(φ, u, c)

b ∈ M ͬ گیریم. م T + ConT برای دلخواه مدلͬ Mرا .[١٣ ،١٠] ͬ سازیم م را ۵ACT حال،

Mبرقرار در Ber(a, b) که ͬ گیریم م نظر Mدر از عنصری را b یعنͬ ͬ کنیم، م انتخاب بالا مانند را

که به طوری ͬ گیریم م نظر در را C ∈M دلخواه اتمام ͷی .¬PrT
(
Ber(a, b)

)
داریم b برای باشد.

∀c < b∃φ, u ≤ aNam(φ, u, c) ،K همچنین کند. ارضا ,Ber(a¬را b)فرمول ،K = ACT(M;C)

قرار C در لذا و است اثبات پذیر T در پس است، Σ۱‐درست جمله ͷی چون ͬ کند، م ارضا نیز را

است. کوچͺتر b از اکیدا ،K |= ¬Ber(a, b′) که b′ کوچͺترین یا K |= ¬ConT یا بنابراین دارد.

ͬ کنیم. م تکرار را روند این اینصورت غیر در رسیده ایم، نظر مورد مدل به آنگاه ،K |= ¬ConT اگر

نتیجه در ͬ آوریم. م دست به را ¬ConT از مدلͬ روش این انجام بار e حداکثر از بعد (١) طبق

است. اثبات پذیر نظریه این در بنابراین ͬ شود، م برقرار T + ConT مدل هر در ¬PrT (ConT )

ناتمامیت اول قضیه

حساب برای مقدماتͬ بازگشتͬ سازگار نظریه ͷی T کنید فرض ناتمامیت) اول (قضیه .٣ . ١ . ٢ قضیه

ͬ کند م بیان را خودش بودن اثبات ناپذیر که دارد وجود φ جمله ͷی آنگاه باشد، پئانو حساب شامل و

که: است به گونه ای و

.T 0 φ آنگاه باشد، سازگار T اگر .١

.T 0 ¬φ آنگاه باشد، ω‐سازگار ،T اگر .٢

ConT با T در که دادیم نشان و کردیم استفاده ∃b ≤ eBer(a, b) گزاره از قبل بخش در برهان.

ͬ کنیم م استفاده است، Π۱ گزاره ͷی که زیر هم ارزی راست سمت قسمت از اینجا در است. هم ارز

ͬ دهیم: م نشان γ با را آن و

T ⊢ ∃b ≤ eBer(a, b) ≡ ∃y ≤ e [∀φ, u ≤ a¬Nam(pφq, u, y)

۵Arithmetical Completeness Theorem
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∧∀z < b ∃φ, u ≤ aNam(pφq, u, z)] (۲)

اثبات پذیری شرایط و (٢) ،(١) طبق پس ،T + ConT ⊢ ¬PrT (ConT ) که دادیم نشان این از پیش

ͬ دهد. م نتیجه را صوری شده ناتمامیت اول قضیه از نیمͬ این و ،T + ConT ⊢ ¬PrT (γ) داریم

ͬ آوریم: م را ω‐ConT صوری بیان ابتدا اثبات، دوم نیمه برای

.∀φ, u {[∀dPrT
(
φ(u, d)

)
]→ ¬PrT

(
∃x¬φ(u, x)

)
} (۳)

.T ⊢ (¬γ) ≡ ∃xA(x) که ͬ گیریم م ۰∆فرمولͬ بنابراینAرا Σ۱است، ،¬γ پس Π۱است، ،γ چون

عکس طبق .PrT
(
∃xA(x)

)
یعنͬ ͬ گیریم. م نظر در را PrT (¬γ) ͬ کنیم. م استدلال T+ω‐ConT در

‐∆۰ به نسبت T تمامیت طبق .¬PrT
(
¬A(x)

)
داریم که به طوری دارد وجود xای ،(٣) نقیض

بردن به کار (با T ⊢ ω‐ConT → ConT داریم به وضوح اما ،PrT
(
A(x)

)
داریم x این برای جمله ها

ͬ دهد، م نتیجه x هر برای A(x)را ،PrT
(
A(x)

)
که ͬ شود م نتیجه ConT از .(φبجای x = x فرمول

با متناقض این و داریم را PrT
(
¬A(x)

)
آنگاه باشیم، داشته را ¬A(x) اگر اینصورت غیر در زیرا

PrT (¬γ) اگر که دادیم نشان T+ω‐ConT در بنابراین آوردیم. بدست قبلا́ که PrT¬است
(
¬A(x)

)
دوم نیمه تناقض این با است؛ ناسازگار T اینکه و داریم را ConT همزمان .¬ConT یعنͬ ،¬γ آنگاه

.T + ω‐ConT ⊢ ¬PrT (¬γ) ͬ آید: م بدست شده صوری ناتمامیت اول قضیه

درستͬ تعریف ناپذیری درباره ͬͺتارس قضیه از اثباتͬ ٣ . ٢

اثبات را ۶ͬͺتارس قضیه قوی صورت ͬ توان م کیͺوچͬ اثبات از استفاده با که ͬ دهیم م نشان اینجا در

صورت  آن، در که است شده گرفته الهام بولوس کار از کارش که ͬ نویسد م [١٠] کیͺوچͬ کرد.

است. شده اثبات ͬͺتارس قضیه ضعیف

چنان آزاد متغیر ͷی با A فرمول اگر درستͬ: تعریف ناپذیری درباره ͬͺتارس قضیه .٣ . ٢ . ١ قضیه
۶A. Tarski
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φ جمله هر برای که باشد موجود

T ⊢ φ ≡ A(pφq) (۴)

است. ناسازگار T آنگاه

ͬ کنیم: م تعریف اینگونه T در باشد. سازگار T که خلف) (فرض ͬ کنیم م فرض را برعکس برهان.

باشیم: داشته اگر ͬ کند م توصیف را w ،⟨ψ, u⟩ زوج

.A
(
pψ(u,w) ∧ ∀x < w¬ψ(u, x)q

)
(۵)

عنصر ͷی حداکثر باشد، استاندارد u و فرمول ͷی ψ که ⟨ψ, u⟩ زوج هر آنگاه باشد، سازگار T اگر

داریم: n, r ∈ N هر برای نتیجه در ͬ کنند. م توصیف را w

T ⊢ ∀φ, u ≤ n
[
(∃w < r : ͬ کندwرا م ,φ⟩توصیف u⟩)⇒ ∃!w < r : wرا ͬ کند م ,φ⟩توصیف u⟩

]
،(۵) طبق اینصورت در کند، توصیف را w ،⟨φ, u⟩ اگر که ͬ بینیم م T در استدلال با حقیقت در

(∗) φ(u,w) ∧ ∀x < w¬φ(u, x)

و v ̸= w که ∃v < r اگر زیرا ͬ شود، م توصیف ⟨φ, u⟩ توسط منحصرا w رو این از ͬ شود. م برقرار

داریم (۵) طبق اینصورت در خلف) (فرض کند توصیف را v ،⟨φ, u⟩

.(∗∗) φ(u, v) ∧ ∀x < v ¬φ(u, x)

فرض ͬ شود. م برقرار تناقض حالت دو هر در ͬ دهیم م نشان w؛ < v یا v < w داریم طرفͬ از

داریم (∗) عطفͬ ترکیب راست قسمت از و φ(u, v) داریم (∗∗) طبق اینصورت در ،v < w کنیم
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برای است. سازگاری با متناقض این و ،¬φ(u, v) داریم پس ،v < w چون و ،∀x < w¬φ(u, x)

داریم: k ∈ N هر برای که ͬ دهیم م نشان ͬ شود. م اثبات مشابه دقیقاً به طور w < v

T ⊢ ∃b ≤ (k + ۱)۲ ∀φ, u < k : را b ͬ کند نم ,φ⟩توصیف u⟩ (۶)

حداکثر زوجͬ چنان هر و دارند وجود باشند φ, u < k که ⟨φ, u⟩ زوج (k + ۱)۲ حداکثر واقع، در

بصورت: B(x, y) کنید فرض ͬ کند. م توصیف را عنصر ͷی

∀φ, u < x {[∃w : wرا ͬ کند م ,φ⟩توصیف u⟩]→ ∃w < y : wرا ͬ کند م ,φ⟩توصیف u⟩} (۷)

را (۶) و k = pC(x, y)q ͬ دهیم م قرار باشد. B(x, y) ∧ ∀z < w¬B(x, z) بصورت C(x, y) و

⟨φ, u⟩ زوج هیچ که است عنصری کوچͺترین که آوریم، بدست را b ≤ (k + ۱)۲ تا ͬ بریم م بͺار

را آن k پارامتر با C(x, y) فرمول چون است تناقض این و ͬ کند نم توصیف را آن φ, u < k شرط با

ͬ کند. م توصیف
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پˀرکار آبی س مسأله و ناتمامیت قضایای
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اساس بر که ͬ شود م ارایه ناتمامیت دوم قضیه برای ͬͺکوتلارس از دیͽری اثبات فصل این در

است. پˀرکار آبی س مشهور مسأله نظیر فرمول با کار

ناتمامیت دوم قضیه

.T 0 ConT یعنͬ ͬ کند، م ارضا را ¬ConT که است مدلͬ دارای T نظریه .٠ . ٢ . ۴ قضیه

نظر در پئانو حساب شامل و حساب زبان در مقدماتͬ بازگشتͬ سازگار نظریه ͷی را T برهان.

است: زیر بصورت Φ(x, y) فرمول با کار اساس بر ͬ کنیم م بررسͬ فصل این در که اثباتͬ ͬ گیریم. م

∀φ, u ≤ x {[φ ∈ ∆۰ ∧ ∃wTr∆۰

(
φ(u,w)

)
]→ ∃w < yTr∆۰

(
φ(u,w)

)
} (۸)

فرمول مشابه Φn(x, y) فرمول واقع در .[٢] است Busy Beaver مشهور مسأله نظیر فرمول این

شد داده نشان ٢ . ٢ در همچنین است. شده استفاده ٢ . ٢ بخش در که است فرمول ها Σn برای (٨)

داریم: پس است، برقرار نیز فرمول ها ∆۰ برای مطلب این بویژه ،T ⊢ ∀x ∃yΦn(x, y) که

زیرا است، تعریف خوش T در F (x) = min y : Φ(x, y) تابع نتیجه در .T ⊢ ∀x∃yΦ(x, y)

ͷی که است PrT
(
Φ(x, y)

)
فرمول با کار آورده ایم زیر در که اثباتͬ ایده .∀a ∃b [b = F (a)] داریم:

است: زیر بصورت Φ(x, y) اصلͬ ویژگͬ است. x, y متغیرهای با LPA در فرمول Σ۱

.T ⊢ {ConT → ∀x, y [PrT
(
Φ(x, y)

)
→ Φ(x, y)]} (۹)

(فرض ∃x, y [PrT
(
Φ(x, y)

)
∧¬Φ(x, y)] باشیم داشته اگر که ͬ بینیم م T در استدلال با حقیقت در

Σ۱ آن نقیض پس است، Π۱ فرمول ͷی Φ(x, y) چون آنگاه کنیم، فرض را ¬Φ(x, y) و خلف)

با تناقض این و ͬ گیریم م نتیجه را PrT
(
¬Φ(x, y)

)
اثبات پذیری Σ۱‐تمامیت طبق بنابراین است،

ͬ شود. م اثبات (٩) بدین گونه و ͬ دهد م نشان را ConT
دارد وجود a = a(T ) که ͬ دهیم م نشان اینصورت در باشیم، داشته را (٩) ͬ کنیم م فرض حال
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که به طوری

.T ⊢ [ConT → ∀b¬PrT
(
Φ(a, b)

)
] (۱۰)

خلف) (فرض ͬ کنیم م فرض را (١٠) برعکس ͬ گیریم. م نظر در ثابت را a ͬ کنیم. م استدلال T در

Φ(a, b) ،(٩) طبق ͬ کنیم. م انتخاب را باشد برقرار PrT
(
Φ(a, b)

)
که b کوچͺترین اینصورت در

این ابتدا که بدینصورت ͬ کنیم، م جایͽزین Φ(a, b) با را PrT
(
Φ(a, y)

)
فرمول ͬ شود. م برقرار هم

است H ∈ ∆۰ که ∃zH(x, y, z) بصورت را PrT (x, y) یعنͬ ͬ نویسیم، م آن Σ۱ شͺل به را فرمول

فرمول و باشد، داشته وجود ⟨y, z⟩ که شرطͬ به ͬ کنیم، م تبدیل ͬͺی به را y, z متغیر دو و ͬ نویسیم م

یعنͬ باشد، بزرگ کافͬ اندازه به a اگر ͬ کنیم. م مشخص Φ(a, b) با را طریق این از آمده بدست

ͬ آوریم، م بدست ͬ کند م ارضا را فرمول و است کوچͺتر b از اکیداً که را b′ آنگاه ،a > pH(x, y, z)q

فرمول ͷی ¬H(a, b′۰, b
′
۱) گزاره b از کمتر b′ هر برای زیرا است، b بودن کمینه با متناقض این و

ͬ شود. م ثابت (١٠) تناقض این با و ¬ConT داریم بنابراین است، اثبات پذیر که است درست و ∆۰

(١٠) رابطه که به طوری دارند وجود T از مدل هایی a ∈ N هر برای که ͬ دهیم م نشان حال

Mدلخواه |= T ͷی با ͬ کنیم. م بیان را مدل هایی چنین ساخت روش سریعترین ͬ شود. نم برقرار

و φ, u ≤ a شرط با φ(u, x) جایͽذاری های همه که را ⟨φi(ui, x) : i < r⟩ دنباله ͬ کنیم. م شروع

اگر ͬ سازیم. م زیر بصورت را T مدل های از ⟨Mi : i < r⟩ دنباله ͬ گیریم. م نظر در است φ ∈ ∆۰

ͬ کنیم: م فرض اینصورت غیر در ،M۰ =M ͬ دهیم م قرار Mآنگاه |= PrT
(
∀x¬φ۰(u۰, x)

)
.M |= ¬PrT

(
¬∃xφ۰(u۰, x)

)
که ͬ گیریم م نظر در Mبه گونه ای در را C تمام سازی

.ACT(M, C) |= ∃xφ۰(u۰, x)

یا M۰ |= PrT
(
¬∃xφ۰(u۰, x)

)
یا و است T از مدلͬ که دارد وجود M۰ ⊇end M بنابراین

است، M۰درست در و ∆۰ فرمول ͷی φ۰ چون واقع، (در داریم M۰را |= ∃w PrT
(
φ۰(u۰, w)

)



٣۶ پˀرکار آبی س مسأله و ناتمامیت قضایای .۴ فصل

φ۱(u۱, x) M۰و مورد در یعنͬ ͬ کنیم، م تکرار را روند این حال است). اثبات پذیر مدل این در پس

نهایی مدل ͬ دهیم. م ادامه ترتیب همین به و آوریم بدست M۱را تا ͬ بریم م کار به  را روش همین

فرمول ،Mr−۱

∀i < r PrT
(
∀x¬φi(ui, x)

)
∨ ∃w PrT

(
φ(ui, w)

)
Mr−۱ در ͬ سازد. م محقق را ¬ConT ،(١٠) رابطه نقیض عکس طبق مدل این که ͬ کند، م ارضا را

انتخاب را مناسب w کوچͺترین شود، برقرار فصلͬ ترکیب راست سمت قسمت که i < r هر برای

ͬ دهیم. م قرار ١ + wها همه مقدار بیشترین را b و ͬ کنیم م

بسیار فرضیات با قضیه این اگرچه دید. ͬ توان م [١٣] مرجع در را ناتمامیت اول قضیه اثبات

این ٢ فصل در (که [١۵] ͬ شود م اثبات نیز شده، حسابی تمامیت قضیه از استفاده بدون ضعیف تر،

.([٢ . ١ . ٧] است شده بررسͬ پایان نامه
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Abstract

In this dissertion, we give some information about new proofs of the incom-
pleteness theorems, found in 1990s. Some of them do not require the diagonal
lemma as a method of construction of an independent statement. Kotlarski proves
these theorems avoiding the use of the arithmetized completeness theorem and
these proofs are given in chapter two. In chapter three, we give the Kikuchi’s
proof based on the so-called Berry’s paradox, and the Kotlarski’s proof of the sec-
ond incompleteness theorem is based on some work with the formula counterpart
of so-called busy beaver problem is presented in chapter four.
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